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 المقدمة 

الحرب   بدأ استخدام أثناء  العمليات لأول مرة  الثانية    بحوث  المتحدة ب  1940في عام  فالعالمية  المملكة 

دراسة  العمل على  عهدت الإدارة العسكرية إلى فريق من العلماء والباحثين وذوي اختصاصات مختلفة مهمة  

المرتبطة استخدام    العمليات  أفضل  على  والتعرف  الإستراتيجية  المشاكل  ودراسة  والبـري  الجوي  بالدفاع 

ال  ممكن المتاحةعسكرللمعدات  العلوم  ،ية  هذه  طورت  الحياة    ثم  قطاعات  بقية  في  منها  للاستفادة  وطبقتها 

الشيء توصلت إليه من نتائج جيـدة في كل قطاعات الحياة الاقتصادية،  المختلفة مما أدى بها إلى جني ثمار ما

ادى التي هي الأخرى    الذي  المتحدة الأمريكية  الولايات  العلم ومنها  بهذا  الدول الأخرى على الاهتمام  ببقية 

ظهر الاهتمام بشكل جدي بدارسة النمو الاقتصادي   حيث استفادت من تطبيقاته في قطاعات الحياة الأخرى  

البلدا استخدمت    نلتلك  الخطية  "  وبذلك  تخصيص "  البرامج  في  العمليات  بحوث  أساليب  إحدى  تعد  التي 

أو  ال وفي  الطاقات  الموارد  معينة،  أهداف  على  للحصول  الشأن  محدودة  الرياضية  هذا  الأساليب  تطوير  تم 

سرعة تطوير أساليب  لتشمل ميادين واسعة من المتغيرات المؤثرة في المشاكل المدروسة. ومما ساعد على  

العمل واستخدام  هو    ت ايبحوث  المعلومات  تخزين  نظم  وتطور  السريع  وتطوره  الإلكتروني  الحاسب  ظهور 

 الحاسبات على نطاق واسع. 

إلى  العمليات  بحوث  لجان  في  الاختصاصين  العلماء  معظم  عاد  الثانية  العالمية  الحرب  انتهاء  وبعد 

بتدريسها   وقامت  مشابهة  مدنية  لمعضلات  العمليات  بحوث  تطبيق  محاولين  المدنية  الجامعات في  الحياة 

المؤسسات   العمليات كانت في  تطبيقات بحوث  أوائل  تطبيقاتها شركات صناعية كثيرة، ومن  واستفادت من 

الكبيرة ذات الأرباح العالية، حيث أخذت الشركات النفطية بتطبيق أسلوب البرمجة الخطية في تخطيط الإنتاج  

 وبأوسع المستويات.

I.  العمليات: تعريف بحوث 

العديد   عرفتها  تعاريف  ال  منهناك  أبرزالتي  ومن  العمليات  جمعية    هابحوث  اعتمدته  الذي  التعريف 

المعضلات  لحل  العلمية  الأساليب  "استخدام  بأنها:  العمليات  بحوث  البريطانية حيث عرفت  العمليات  بحوث 

المعقدة في إدارة أنظمة كبيرة من القوى العاملة، المعدات، المواد الأولية والأموال في المصانع والمؤسسات  

 الحكومية وفي القوات المسلحة". 

: "ترتبط بحوث العمليات باتخاذ القرارات العلمية حول بـجمعية بحوث العمليات الأمريكية   كما عرفتها

 . القوى العاملة وفقاً لشروط تتطلب تخصيصا في الموارد النادرة -كيفية تصميم وعمل أنظمة المعدات 

بحوث العمليات هي العلم المستخدم في حل المشكلات التي تصادف الإدارة العليا   ":وعرفها "واجنر 

كما يحدد   المشكلات،للمشروعات ولا يعطى هذا التعريف مفهوماً واضحاً لبحوث العمليات فهو يقيدها بحل  

هذا   عن  نطاقها  يتسع  العمليات  وبحوث  للمشروعات  العليا  بالإدارة  باتخاذ   التعريف،نطاقها  تتعلق  فهي 

 للمشروع. القرارات سواءً على نطاق الإدارة التنفيذية أو الإدارة العليا 

": بأنها تطبيق الطريقة العلمية بتوفير الأساس الكمي الذي يمكن الإدارة من  وكمبالوعرفها "مورس،  

اتخاذ القرارات. هذا التعريف يحدد العناصر الرئيسية لبحوث العمليات وهي استخدام الطريقة العلمية وتوفير 

القرارات   اتخاذ  في  الكمي  الإدارة  الأساس  مناسباً لأساليب  تعريفاً  يكون  أن  يمكن  التعريف  أن  إلا  الإدارية، 

 الأخرى التي ترتكز على الأساس الكمي مثل محاسبة التكاليف.
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موحد  تريف  تحدد  التي  الخصائص  بعض  الاتفاق على  الى  نخلص  أن  يمكننا  السابقة  التعاريف  ومن 

 : لبحوث العمليات وهي 

 استخدام الطريقة العلمية  -

 الارتكاز على الأساس الكمي ممثلاً في أدوات وأساليب بحوث العمليات   -

 تمكين الإدارة من اتخاذ قرارات أكثر موضوعية   -

بتوفير    أساسوعلى   العلمية  الطريقة  تطبيق  بأنها  العمليات  لبحوث  محدد  تعريف  وضع  يمكننا  ذلك 

لتمكين  وذلك  الأعمال  وشبكة  الخطية  كالبرامج  العمليات  بحوث  وأساليب  أدوات  باستخدام  الكمي  الأساس 

 الإدارة من اتخاذ قرار أكثر موضوعية. 

II.  العمليات   بحوثاهتمام 

تهدف إلى تعظيم أو تدنية دالة الهدف التي تمثل عدد   تهتم بحوث العمليات بدارسة مشاكل الأمثلية التي

بعضها البعض من خلال أحد أو مجموعة من القيود، أو مرتبطة  تكون مستقلة    التي قد محدد من المتغيرات  

النظرية والتي   أعطت  وقد  الفيزياء،  أو  الهندسية  أو  منها  الاقتصادية  سواء  المجالات  من  كثير  في  طبقت 

الكلاسيكية في تحديد الأمثلية نتائج رائعة في مجال النظرية الكلاسيكية للإنتاج والاستهلاك. إلا أنه في الآونة 

العامة  والمالية  والعسكري  الاقتصادي  المجال  في  الأمثلية  تحديد  مجال  في  مهمة  حالات  ظهرت  الأخيرة 

والتصنيع يصعب حلها في الأسلوب الكلاسيكي لتحديد الأمثلية مما أدى إلى تطوير هذه الأساليب ضمن ما  

يعرف في مشاكل البرمجة الرياضية التي تعد إحدى أساليب بحوث العمليات فظلا عن الأساليب الاحتمالية.  

الأساليب  مستخدمة  القرارات  اتخاذ  على  الإدارة  لمساعدة  الكمي  التحليل  استخدام  حول  تدور  فهي  وبذلك 

تقديم   بأي نظام يهدف  بالعمليات الخاصة  تتعلق  المشاكل التي  الرياضية المتقدمة والأدوات العلمية لحل تلك 

 . الحل الأمثل لهذه المشاكل

III. العمليات بحوث ظهور أسباب:  

 : نجد  ظهور وتطور أساليب بحوث العمليات واستخدامها على نطاق واسعالتي ساعدت على سباب من الأ

المشاكل التي تعترضهم في  الحاجة الماسة لمتخذي القرارات لمثل هذه الاساليب العلمية لحل   .1

سلوب الارتجال والحكم الشخصي لوحده لا يكفيـان للتصدي لهذه تسيير منظماتهم بحكم ان الأ 

هؤلاء  أيدي  في  فاعلة  أداة  تمثل  العمليات  بحوث  وأساليب  فعالة،  بطريقة  وحلها  المشاكل 

 ؛ المسيرين

 الرغبة في الحصول على حلول مثلى دون مخاطرة من قبل متخذي القرارات  .2

النتائج الجيدة التي تحصل عليها مستخدمو اسلوب بحوث العمليات اثناء الحرب العالمية الثانية   .3

 شجع على تطبيق نفس الأساليب في الأعمال المدنية التي أعطت بدورها نتائج ممتازة؛

العالية  الواسع لأستخدام  والا  المتسارع  التكنولوجي التقدم .4 بالسرعة  تتسم  التي  الحاسوب  جهزة 

تطوير البرمجيات التي تسهل كثيرا حل المشاكل المختلفة قد ساهم في تطوير المناهج ووالدقة  

 في جميع التخصصات والعلوم.  الباحثينو المختلفة في هذا العلم ووفر وسيلة مساعدة للطلاب 

 

IV. العمليات بحوث وظائف: 

 : نجد الوظائف الرئيسية لأساليب بحوث العمليات  من

  القرار اتخاذ  عملية متخذ القرار في مساعدة •

 التي تعترض المسيرين بشكل دقيق وفعال المشاكل لمختلف اعطاء الحلول •

 وتطويره  العلمي البحث  مجال في فعالة أداة تعتبر •
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 .المتخذة القرارات  من للكثير الحساسية وتحليل الفعل ردود لدراسة مهمة أداة يوفر •

 

V.  :المراحل الأساسية في بحوث العمليات 

في حل المشاكل التي تعترض المسير او متخذ القرارات   بحوث العمليات تمر عملية استخدام اسلوب  

   بعدة مراحل نوردها في التالي على الترتيب:

 صياغة المشكلة قيد البحث. -1

 عمل نموذج للمشكلة.  -2

 إيجاد حل للنموذج. -3

 اختبار النموذج والحل الناتج عن استخدام النموذج. -4

 الحل. وضع رقابة على  -5

 تطبيق الحل.  -6

VI. العمليات بحوث تطبيق شروط: 

 هما: يشترط في تطبيق اساليب بحوث العمليات في حل المشكلات شرطين اساسيين 

ان تكون الموارد المتاحة والتي تستعملها منظمة الاعمال سواء مان ذلك    : يجب الموارد  محدودية .1

 يلي: في العملية الانتاجية او التجارية او الخدمية محدودة الكمية وينطبق ذلك على ما 
 الموارد المالية. -
 الموارد البشرية ذات الكفاءة العالية والمتخصصة.  -
الكلفة  - عنصر  من  مهمة  نسبة  وتؤلف  ثمن  مقابل  عليها  الحصول  يتم  التي  الاولية  الموارد 

 للوحدة الواحدة من المنتوج. 
مساحات الاراضي ذات المواصفات النادرة كما هي الحال مع مساحات الاراضي التي يتواجد  -

 فيها النفط او مناجم الفحم والذهب وما شابه ذلك.

فمثلا   والمحدودة،من بديل او طريقة لاستغلال الموارد المتاحة  أكثريقصد بذلك وجود : البدائل تعدد  .2
هي  المحدودة  المتاحة  بالموارد  المقصود  كان  فاذا  الرجالية  الالبسة  لإنتاج  الانتاجية  العملية  في 

وجود   هنا  بالبدائل  المقصود  فان  والسراويل  البدلات  انتاج  في  الداخلة  الرجالية  من    أكثرالاقمشة 
 طريقة لقص القماش من اجل الحصول على ما هو مطلوب من منتجات بأقل كلفة ممكنة. 

 

VII. العمليات لبحوث التطبيقية المجالات: 

اسلوب  في    يطبق  العمليات  فيبحوث  وخاصة  الحيات  مناحي  والصناعية    جميع  الإقتصادية  النواحي 

 والزراعية والتجارية ومن أهمها: 

امام    :الصناعي المجال .1 المسيرين  يكون  المجال  إما تعظيم    المعضلتان الاساسيتان   أحد في هذا  وهما 

التك تقليل  أو  بحوث يلاالأرباح  تطبيق  ويتم  الحل  في  الكمية  الأساليب  نستخدم  المشكلتان  هاتان  ولحل  ف 

 العمليات أيضا في تحديد كمية الإنتاج وزيادة الطاقة الإنتاجية والسيطرة على المحزون.

الخسائر العسكريون  تستخدم    :العسكري المجال .2 بأقل  للنقل  الطرق  أفضل  تحدد  العمليات في  بحوث 

 الممكنة وأيضا وضع التكتيك الدفاعي الذي يعتمد على أسلوب البرمجة الخطية. 
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اسلوب   الزراعي: المجال .3 العمليات    يعتمد  اشكالية  بحوث  الأراضي  في  على  للمياه  الأمثل  التوزيع 

 على السكان والزراعة والصناعة.  والانتاج والتوزيعلموارد المائية ل  والاستخدام الامثلالزراعية 

النقل    :الخدماتي المجال .4 ووسائل  المستشفيات  مثل  الخدمية  النواحي  في  العمليات  بحوث  تستخدم 

 الدوائر الحكومية في صفوف الانتظار، وأيضا في تنظيم وصول القطارات والطائرات. وبعض 

مستويات    :التسويقي المجال .3 عند  بالطلب  التنبؤ  نستطيع  بحيث  التسويق  في  العمليات  بحوث  تستخدم 

 المحزون المتدنية واختيار المنتج الذي يحقق أعلى عائد وفي تحديد الأساليب التسويقية للمنتجات.

المالي .4 العمليات    :المجال  بحوث  والاعمالتطبق  المال  رجال  ولدى  منها    البنوك  عديدة  نواحي  في 

التدفق  تحليل  إلى  بالإضافة  المال  رأس  وزيادة  للمشروع  والتخطيط  المنظمة  أرباح  لزيادة  التخطيط 

 النقدي. 

  



  د/عيسى دراجيأ.            محاضرات في بحوث العمليات

8 

 المحور الاول 

 البرمجة الخطيةطريقة 

 

الخطية    يعتبر البرمجة  العمليات  اساليب    أحد أسلوب  لإيجاد  كونها  بحوث  يستعمل  رياضي   أفضلاسلوب 

اخر   بمعنى  المنظمة،  لدي  المحدودة  المتاحة  للموارد  البدائل   أفضلالاستعمالات  على  الموارد  لتلك  توزيع 

المختلفة   البرامج  لإيجاد  الاسلوب  استعمال  امكانية  وتعني  البرمجة  الاول  جانبان،  له  الاسلوب  هذا  المتاحة. 

البرامج التي   أفضلللتوصل الى الاستعمال الامثل للموارد المحدودة والمتاحة لدى المنظمة أي اختيار   هذه 

هو   الثاني  والجانب  المشكلة.  هدف  يكون    والمقصود الخطية  تحقق  النموذج  متغيرات  بين  العلاقات  ان  بها 

خطية. علاقات  من الخطية    البرمجةو  بشكل  لمشكلة  الرياضية  النماذج  ببناء  تهتم  ورياضية  بيانية  أداة  هي 

 ...الخ. التخصيص.طريقة البيانية، الطريقة المبسطة، طريقة النقل، طريقة ال: منها المشاكل بإحدى الطرق 

I. الخطية البرمجة مفهوم: 

المختلفة،    الاستخدامات يستخدم أسلوب البرمجة الخطية في حل مشاكل التوزيع الأمثل للموارد المحدودة على  

سواء في الدراسات الأكاديمية أو الممارسات    انتشاراويعد هذا الأسلوب الرياض ي من أكثر الأساليب الكمية  

 .معالجة غالبية المشاكل التي تتعرض لها إدارة الإنتاج والعمليات  استخدامه فيالعملية. وقد ثبت 

بواسطة العالم الرياضي الأمريكي جورج دانتزج الذي أدخل    1947وقد شاع استخدام هذا الأسلوب في عام  

واشتقاق  في حل مشاكل البرمجة وعلى الرغم من التعقيد الذي يتصف به إثبات    )السمبلكس(الأسلوب المبسط  

ساعد    أسلوب  وقد  الصغيرة.  المشاكل  حالة  في  ومحددة خصوصا  مسلسلة  الحل  خطوات  أن  إلا  السمبلكس 

التكنولوجي عديدة  التقدم  وتطبيقات  مجالات  في  الأسلوب  هذا  إستخدام  نمو  على  الحديث  العصر  كان    ،في 

 .يصعب حلها يدويا

على   تساعدنا  التي  العمليات  لبحوث  والرئيسية  التطبيقية  الفروع  أحد  الخطية  البرمجة  في   استخدامهاتعتبر 

 :من مجموعة كبيرة من الحلول الممكنة لمشكلة معينة ويمكن تعريفها  الأمثل، والأفضلالحل  اختيارحـالات 

الخطية   من البرمجة  معين  عدد  على  المحددة  والإمكانيات  الموارد  من  مجموعة  لتوزيع  رياضي  أسلوب 

التوزيع  الحاجيات المتنافسة على هذه الموارد ضمن مجموعة من القيود والعوامل الثنائية، بحيث يحقق هذا  

 .أفضل نتيجة ممكنة أي يكون التوزيع أمثل

أسلوب رياضي لتعظيم أو تخفيض أحد المتغيرات التابعة التي تعتبر دالة لعدد من المتغيرات  البرمجة الخطية  

 .المستقلة، عندما تكون هذه الأخيرة خاضعة لعدة قيود 

كانت  إذا  بمعنى  ونسبية  مباشرة  العلاقة  هذه  المتغيرات،  بين  خطية  علاقات  وجود  إلى  الخطية  لفظ  ويشير 

في قيمة  01%هناك علاقـــة خطية بين ساعات العمل وكمية المخرجات فهذا يعني أنه إذا حدث تغير بنسبة  

 .في قيمة المنتجات المخرجة 01%فهذا يؤدي إلى تغير بنسبة   الساعات المخصصة للإنتاج،

ويشير لفظ البرمجة إلى أن هذا الأسلوب اعتمادا على العلاقات الخطية، يمكن من وضع برنامج عمل يحدد 

الأنشــطة المتتابعة    أنواع  الحلول  بفكرة  يتميز  بأسلوب  وكمياتها،  وتوقيتها  بها،  القيام  اللازم 

INTERATION بمعنى أن هذا الأسلوب 

نموذج   حل  إلى  الوصول  هي  الخطية  البرمجة  أسلوب  تطبيق  من  الغاية  أن  هو  إليه  الإشارة  تجدر  ومما 

البرمجة الخطية )ونموذج البرمجة الخطية هو عبارة عن مجموعة من المعادلات والمتباينات بالإضافة إلى 

ولا تنسى أن لكل مجموعة من المعادلات حلا، وعادة ما تكون للمعادلات الآتية حلول أي إيجاد    (،دالة الهدف
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قيم المتغيرات، وفي حالة حل نموذج البرمجة الخطية دائما تسعى إلى إيجاد الحل الأمثل وتكون الحلول على  

 أنواع: ثلاث 

 .المعادلات  من مجموعة أية في إليه الوصول ممكن حل وهر :الحل •

 وهذا الأولى الحالة في الحل  إلى التوصل بعد  إيجاده يمكن الذي الحل وهو :الممكن الحل •

 الحل يحقق القيود كافة بشكل عام.  

الحل الأمثل: وهو الحل الذي يمكن إيجاده بعد التوصل إلى الحل الممكن، وهذا الحل يحقق   •

د  بوجود  كافة  وجود  االقيود  بعد  يتحقق  لا  الممكن  الحل  أن  من  التأكد  يجب  الصدد  وبهذا  الهدف.  لة 

 الحل، ولا يمكن تحقيق الحل الأمثل إلا بعد أن يتحقق الحل الممكن.

 

II. الخطية البرمجة استخدام متطلبات: 

 تتطلب مشكلة البرمجة الخطية خمس خصائص أساسية هي: 

بصيغة  عنه  معبر الكلفة، تقليل أو الأرباح زيادة إما وهو لتحقيقه نسعى ما أي :الهدف تحديد  •

 رياضية يطلق عليها دالة الهدف وتصاغ دالة الهدف بالشكل التالي: 

𝑀𝑎𝑥𝑍تعظيم: حالة  = 2𝑋 + 3𝑌 

𝑀𝑖𝑛𝑍  تدنئة:حالة  = 2𝑋 + 3𝑌 

كان   فإذا المشكلة لحل بدائل  لدينا تكون عندما الطية البرمجة تستخدم :البدائل  من عدد  توفير  •

 دام البرمجة الخطية؛ ختسالمشكلة إذاً لا داعي لا حلل احد وهناك بديل 

 (رةد نا) محددة الموارد  تكون عندما الخطية البرمجة لاستخدام نحتاج :الموارد  محدودية •

كالموارد البشرية، أو المواد، أو ساعات اشتغال الآلات. وهي بمثابة شروط لتحقيق الهدف، فإذا كان 

لإنتاج   ساعات  وثلاثة الأول المنتوج لإنتاج لساعتين نحتاج وكنا الأول القسم في ساعة 300لدينا

 2X1 + 3X2 ≤ 300كالآتي:  المنتوج الثاني، فيعبر عن المشكلة 

 (القيود  وفي الهدف  دالة في تتوفر أن يجب  البرمجة في الخطية :خطية  علاقة وجود  •

زيادة  )الموارد  إلى  يؤدي  الإنتاج  كميات  في  تغير  أي  أن  بحيث  بشكل  ،  التكليف  تقليل  أو  الأرباح 

 الإنتاج؛ كمية زيادة مع خطي بشكل تستنفذ  الموارد  وكذلك الإنتاج، كمية زيادة مع )طردي (خطي

 عدم شرط وهو الخطية البرمجة فرضيات  إحدى يلبي  الشرط هذا إن  :السالبة  غير القيود  •

  3X 12X +2 300 ≥ولذلك لا يمكن أن يكون أحد القيود ينتج متغيرات سالبة كما يلي: .السلبية

 

III. الخطية البرمجة فروض نموذج: 

تمثل الافتراضات، الشروط العلمية الواجب توفرها في المشكلة حتى نستطيع حلها بواسطة البرمجة الخطية، 

 أو هي المتطلبات الفنية لمشكلة البرمجة الخطية وهي: 

 ؛ (الفنية والقيود  الهدف دالة) مكوناته كل في النسبة والتناسب  إمكانية النموذج يفترض  •

 قيمه ائية؛  جمع حاصل إلا هي ما مؤشر لأي الكلية القيمة أن تعني التي الجمع خاصية تحقيق •

تأخذها   التي القيم  أن يعني  وهذا التام، بالتأكد  المتصفة الحالات  الخطية البرمجة  نموذج يعالج •

 مؤشرات النموذج هي كلها قيم محددة ومعروفة ولا يطرأ عليها تغيير خلال فترة الدراسة.

 ": هناك فروض أخرى منها ما يليو

 خطية؛ علاقة والقيود  الهدف دالة في العلاقة تكون ان يشترط الخطية: •

من  نهائي عدد  يوجد  لا وأنه فيها ندرة هناك أن أي والأنشطة، الموارد  محدودية المحدودية: •

 الأنشطة البديلة والموارد المتاحة؛ 
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 سالبا؛  النشاط حجم يكون أن إمكانية عدم :السلبية عدم •

عناصر   استقلالية أي  آخر، نشاط اختيار  بالضرورة يستلزم لا  نشاط أي اختيار  أن :الاستقلالية •

 الإنتاج؛ 

 

IV. الخطية استخدام البرمجة مجالات: 

بهدف إيجاد ...الخ(  الإنتاج   التسويقية المالية إدارة)الإقتصادية    المجالات البرمجة الخطية في  اسلوب  ستخدم  ي

سواء كان   هما معا.كلاوجود مجموعة من القيود المالية أو التقنية أو  ظل  في  للمواد المتاحة  الاستخدام    أمثلية

 نجد:  مجالات ال امثلة هذهومن ذلك في حالة التعظيم او في حالة التدنئة.  

 :التعظيم حالة في .1

o  تعظيم الأرباح؛ 

o تعظيم الإنتاج؛ 

o  تعظيم طاقات التخزين؛ 

o تعظيم إستخدام رؤوس الأموال؛ 

o  .تعظيم إستخدام اليد العاملة 

 :التدنئة  حالة في .2

o  تدنئة التكاليف؛ 

o  الخسائر؟ تدنئة 

o  تدنئة عدد الموظفين؛ 

o .تدنئة الأجور الإجمالية 

 

V. البرمجة الخطية نموذج أو بناء صياغة: 

عملها  تقتضي   في  منضمة  أي  تعترض  التي  المشاكل  من  مشكلة  حل  يمثل  صياغة  عملية  رياضي  نموذج 

صياغة نموذج البرمجة الخطية  ول  المشكلة وبهذا فإنه يجب فهم المشكلة فهما دقيقاً وهي الخطوة الأولى لحلها،

 يجب ان نمر على الخطوات التالية: 

o  ؛ تواجهناالفهم الكامل والدقيق للمشكلة التي 

o  تشخيص دالة الهدف والقيود المحددة؛ 

o  ؛في المشكلةمتغيرات التحديد 

o  كتابة الرياضية لكل من دالة الهدف والقيود.الفي  المشكلةاستخدام متغيرات 

 

VI. الخطية لبرمجةا نموذج صياغة: 

 الأساسية وهي:  شروطمن اجل صياغة نموذج البرمجة الخطية يجب توفر ثلاث 

الاول تحقيق    كمية بصورة الهدف تحديد  :الشرط  الهدف  يكون  تأمين   أكبركأن  أو  الربح  من  يمكن  ما 

 . اصغر ما يمكن من الكلفة

عنها   معبراوقابلة للقياس و  الموارد المتاحة محددةيجب أن تكون  أي    الهيكلية القيود تحديد   :الشرط الثاني

 بصيغة رياضية على شكل متراجحات أو معادلات، أو خليط منها  

 يجب أن تكون المتغيرات في المشكلة قيد الدراسة متغيرات موجبة أو صفرية. السلبية مالثالث: عد شرط

 لدينا ثلاثة انواع من الحلول لنموذج البرمجة الخطية هي:و 
 وهو الذي يمكن ان يحقق أي مجموعة من المعادلات او المتباينات الممثلة للقيود. الحل: •

 وهو الحل الذي يحقق جميع قيود نموذج البرمجة الخطية.  :الممكنالحل  •
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الامثل: • لدالة    الحل  المثلى  القيمة  يحقق  والذي  الممكنة  الحلول  احد  انه   الهدف،ويمثل  أي 
 الحل الذي يحقق جميع القيود ودالة الهدف في آن واحد. 

    الصيغة العامة لنموذج البرمجة الخطية: -2
الصيغة العامة للنموذج الرياضي تكون  و   ،من جزئين هما دالة الهدف والقيود نموذج البرمجة الخطية  يتألف  

 وفق الصيغة الاتية: 
Max. (or Min.)  Z = C1 X1 + C2 X2 + …… + Cn Xn                  دالة الهدف   

 القيود الهيكلية 
a11 X1 + a12 X2 + ……  + a1n Xn   ≥ or ≤ or = b1 

S. T 
a21 X1 + a22 X2 + ……  + a2n Xn   ≥ or ≤ or = b2 
...................................................................  
am1 X1 + am2 X2 + ……  + amn Xn   ≥ or ≤ or = bm 
X1, X2, …… , Xn   ≥  0                                    قيد عدم السلبية 

 

او    ربحية(  أعظمكان الهدف هو تحقيق    )إذانلاحظ دالة الهدف هي معادلة خطية تأخذ اما صيغة التعظيم  
من او   أكبر. اما القيود فأما تكون بهيئة متباينات كلفة(كان الهدف هو تحقيق اقل  إذاتأخذ صيغة التصغير )

من او تساوي الصفر وتسمى    أكبراما القيود الاخيرة فدائما يكون بهيئة متباينة    . اقل من او بهيئة متساويات 
 هي ذات قيم غير سالبة.  متغيرات الأساسسلبية وذلك لأن  عدم القيود 

مع ملاحظة انه على الاغلب القيود المرافقة لدالة الهدف التي بهيئة التعظيم تكون بهيئة متباينات اكبر او  
يساوي او معادلات اما تلك المرافقة لدالة الهدف التي بهيئة تصغير تكون بهيئة متباينات اصغر او تساوي  

 معادلات.او 
 تعريف متغيرات النموذج الرياضي:

Z:    الحـالة تأخـذ دالة الهدف قـيمة الهدف الاجمالية وهي تمثل الربـح الاجـمالي المطـلوب تحقيقه وفي هـذه 
لأننا نسعى لتحقيق اكبر ربح ممكن من حل المشكلة. وقد تمثل الكلفة الاجمالية    (.Max)صيغة التعظيم  

التصغير   الهدف صيغة  دالة  تأخذ  الحالة  هذه  ممكنة من حل   (Min)وفي  كلفة  أقل  لتحقيق  نسعى  لأننا 
 المشكلة.

n… , X ,2X 1,X  :  لأن    متغيرات الأساس) المتغيرات المطـلوب تحديد قيمها ( وتسـمى ب  متغيرات الأساس
على اساس قيمها )التي تمثل حل المشكلة( يتم اتخاذ القـرار بخـصوص المشـكلة هـذه المتغيرات قد تمثل عدد  

او عدد الشاحنات من نوع معين في حالة مشكلة    ،الوحدات المنتجة من منتوج معين في حالة مشكلة الانتاج
 بمعنى تتحد حسب نوع المشكلة المراد حلها. ،النقل

 . x(1(nذو سعة  X) =nX  … 2X1 X( يمكن التعبير عنها بمتجه صفي  ت هذه المتغيرا
n, … , C 2, C1 C :    معاملات متغيرات دالة الهدف والتي تمثل ربح الناتج من انتاج الوحدة الواحدة من منتج

أي حسب طبيعة دالة الهدف. هذه المعاملات يمكن التعبير عنها    ،ما أو كلفة الوحدة الواحدة من منتج ما
 .x  (1(nذو سعة   C)=n…  C  2C 1 C  (بمتجه صفي  
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 (mxn)سعة    اي ان المصفوفة ذات    j)= (m , … , 2 ,1و   i)= ( ij[a  :  1, 2 , … , n[المصفوفة  
  المناظر وتمثل مصـفوفة معاملات المتغيرات للقـيود الهيكلية حيث يمثل كـل صـف معــاملات المتغيرات القيد  

 لذلك الصف. المصفوفة تكتب كالاتي : 

A =

[
 
 
 
 
a11 a12 … a1n
a21.
.
.

a22.
.
.

…
…

a2n.
.
.

am1 am2 … amn]
 
 
 
 

 

 
m, … , b 2, b 1b    :  تمثل الحد الثابت للقيود وتمثل الكمية المتاح من الموارد المتوفرة مثلا عدد ساعات

 : يمكن تمثيلها بمتجه عموديو  او الطاقة الاستيعابية لكل شاحنة.، عمل ماكنة )الطاقة التشغيلية للماكنة(

 )T m…  b  2b  1b=(b  1ذو سعة)x(m  . 

 النموذج الرياضي يمكن كتابتة بصيغة المصفوفات وكالآتي: 

Max. ( or  Min. ) Z =  C X𝑇  
A XT ≥ or ≤ or = b 

S. T 
X ≥ 0 

 

 (:  01مثال رقم )

ال السلع،    الصناعية  ات مؤسس تنتج إحدى  وتصنع كل سلعة على ثلاثة مراحل كل مرحلة في    Bو  Aنوعين 

ال في  الموجودة  الثلاثة  الأقسام  السلعة  مؤسساحد  تصنيع  كان  فإذا  القسم    Aة،  في  عمل  ساعتين  إلى  يحتاج 

السلعة   تصنيع  ويحتاج  الثالث  القسم  في  عمل  ساعات  وأربع  الثاني  القسم  في  عمل  وساعة  إلى    Bالأول 

 أسبوعيا عمل ساعة   150ساعتين عمل في كل قسم كما أن عدد ساعات العمل المتاحة في القسم الأول هي

ساعة عمل أسبوعيا وإذا كان ربح الوحدة  270 الثالث  القسم وفي أسبوعيا عمل ساعة 110 الثاني القسم وفي

 دينار  4هو Bدينار ومن السلعة   3هو  Aالواحدة من السلعة 

بناء نموذج برمجة الخطية المناسب لتحديد حجم الإنتاج الأمثل من السلعتين إذا كان هدف الشركة   المطلوب:

 هو الحصول على أكبر ربح ممكن.

 الحل: جدولة المعطيات 

 الربح 
 الوقت اللازم للتصنيع 

 السلعة
 القسم الأول  القسم الثاني  القسم الثالث 

3 5 2 3 A 

4 3 3 3 B 

 ساعات العمل المتاحة  150 110 270 

o  المتغيرات المجهولة والتعبير عنها برموز جبرية، ولذلك:تحديد 

 1Xهو  Aانفرض عدد الوحدات المنتجة من السلعة  -

 2Xهو   Bانفرض عدد الوحدات المنتجة من السلعة  -

o  تحديد القيود والتعبير عنها بمعادلات أو متراجحات أو خليط منها 

أن   الحد، لاحظ  تجاوز هذا  نتجنب  أن  للتصنيع في كل قسم محدود ويجب  اللازم  الوقت  أن  والقيود هنا هي 

 B والسلعة  Aمن السلعة  المنتجة.الوقت اللازم للتصنيع يتوقف على الكمية 
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السلعة   من  المنتجة  الوحدات  )عدد   = )المتاح(  للتصنيع  اللازم  الوقت  الأول:  للقسم   الوقت (.A) xبالنسبة 

اللازم ) B  xالسلعة من المنتجة الوحدات عدد ) +(   Aالسلعة من الواحدة الوحدة لتصنيع اللازم )الوقت 

السلعة   من  الواحدة  الوحدة  العمل، (Bلتصنيع  الساعات  يتجاوز عدد  لا  أن  الأول  القسم في المتاحة ويجب 

3𝑋1وكما في المتراجحة الآتية:    + 3X2 ≤ 150 

 بالنسبة للقسمين الثاني والثالث أيضا وكما في المتراجحات الآتية: وبنفس الطريقة 

2𝑋1بالنسبة للقسم الثاني:    + 3X2 ≤ 110 

5𝑋1بالنسبة للقسم الثالث:    + 3X2 ≤ 270 

;𝑋1:  وشرط عدم السلبية يتحقق في X2 ≥ 0 

 ويكون البرنامج الخطي على النحو التالي  

تعظيمدالة الهدف.   𝑀𝑎𝑥(𝑍) = 3𝑋1 + 4X2  

3𝑋1 القسم الأول   + 3X2 ≤ 150 S/C 

2𝑋1 القسم الثاني   + 3X2 ≤ 110 

5𝑋1 القسم الثالث   + 3X2 ≤ 270 

;𝑋1 شرط عدم السلبية   X2 ≥ 0 

 

 : أما الشكل المصفوفي يكتب كما يلي

Min(Z) = (3 4) (
X1
X2
)

{
 
 

 
 (
3 3
2 3
5 3

)(
𝑋1
𝑋2
) ≤ (

150
110
270

)

(
𝑋1
𝑋2
) ≥ (

0
0
)

}
  
 

  
 

 

 

S/C 
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 المحور الثاني 

 الخطية البرمجةالطريقة البيانية في 

تلك    الرسمتعتبر طريقة   الخطية خاصة  البرمجة  البياني طريقة سهلة وبسيطة وواضحة في معالجة مشاكل 

المشاكل التي لا يزيد فيها عدد المتغيرات عن اثنين والتي تحتوي على عدد بسيط من القيود كما تفيد طريقة  

مثل   الخطية  البرمجة  مشاكل  حل  في  تعقيدا  أكثر  أخرى  وأساليب  طرق  لدراسة  كمقدمة  البياني  الرسم 

 السمبلكس

 

I.  سلوب الرسم البياني لأالمراحل الأساسية 

 عند إتباع أسلوب الرسم البياني يجب إتباع الخطوات التالية: 

 رسم المحور السيني والصادي)الجزء الموجب من كل منهما( . •

 تحديد نقطتين لكل مستقيم )معادلة( •

 رسم المستقيمات المعبرة عن المعادلات  •

 تحديد منطقة الامكانيات المتاحة  •

النقطة ضمن منطقة الامكانيات المتاحة التي تعطي أفضل   • أعلى عائد أو أقل )النتائج  تعيين 

نقطة   يكون عن  ما  أبعد  الأرباح  تعظيم  تقاطع مستقيمات وتكون في حالة  نقطة  تكون  تكلفة( وعادة 

 الأصل وتكون في حالة تقليل التكاليف أقرب ما يكون من نقطة الأصل  
 

II.  سلوب الرسم البياني لألمراحل الأساسية لتوضيحي مثال 

منت  المؤسسات   أحد تقوم   ثمن  2Xو   1X  وجينبتصنيع  يبلغ  حيث  من  ،  الواحدة  السوق    1Xالوحدة  ،  10في 

  2Xالوحدة الواحدة من  ثمن  ، بينما  2قسمال، وساعة عمل واحدة في  1قسمالويحتاج إلى ساعة عمل واحدة في  

السوق   إلى ساعتين عمل في  40في  التي  2قسم ال ، وخمسة ساعات عمل في  1قسم ال، وتحتاج  اللحظة  ، وفي 

الحصول شهريا على أكثر    مسير المؤسسةيستوعب فيها السوق جميع المنتجات من كلا المنتجين، لا يستطيع  

 . 2قسم الساعة عمل في  150، كما لا يستطيع الحصول على أكثر من  1قسمالساعة عمل في  100من 

الذي يحقق لمؤسسته    2Xو   1Xإلى أن يحدد مزيج الإنتاج من    مسير المؤسسةوفي هذه الحالة يحتاج  

 أعلى عائد 

 حل المثال بطريقة الرسم البياني  .1

 يلي: يتطلب الحل البياني ما 

 )2X-1X) والمتجانسالمعلم المتعامد تكوين  ➢

 يلي: رسم مستقيمات القيود كما  ➢

 تحويل القيود الى متساويات وذلك كما يلي:  ▪

 1002X+21X=المستقيم الأول                        ✓

 2X+51X              150=المستقيم الثاني         ✓

 تحديد نقطتين لكل مستقيم حتى يمكن رسمه وذلك بمعرفة قيم الاحداثين كما يلي:  ▪

 الأول المستقيم 

1X 2X 

0 50 

100 0 

 وتوضيحا لما تعنيه هذه الأرقام، افترض ما يلي: 
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من ساعات    (2X)وحدة من    50فإنه يستطيع إنتاج    (،1X)وأهمل    (،2X) أن المنتج ركز على إنتاج    بافتراض 

 الآلة المتوفرة لديه )بفرض أن القيد الأول يعبر عن ساعات العمل لآلة(.

( على  الإنتاج  ركز  إذا  )1Xبينما  مهملا   )2X  إنتاج يستطيع  فإنه  من    100(  الآلة    (1X)وحدة  ساعات  من 

 المتوفرة.

 يلي:  عليه كماوتحديد المستقيم الأول   المعلم المتعامد والمتجانسيمكن الآن رسم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تحديد اتجاه المستقيم الذي يحققه:  ▪

 = صفر2X= صفر، 1Xنختبر المستقيم مع نقطة الأصل أي نعوض  

المستقيم أو بينه وبين نقطة  إذن اتجاه المستقيم هو نحو نقطة الأصل، وهذا يعني ببساطة أن أي نقطة على  

 الأصل تحققه. 

والمنطقة بين المستقيم ونقطة الأصل تسمى منطقة الإمكانيات المتاحة وفق هذا القيد بمعنى أن المنتج يستطيع  

 القيد الأول.  المظللة ووفقإنتاج أي كمية ضمن المساحة 

 المستقيم الثاني 

1X 2X 

0 30 

150 0 

 الأرقام: وتوضيحا لما تعنيه هذه 

  ( 2X)وحدة من     30(، فإنه يستطيع إنتاج 1X( فقط، وأهمل إنتاج ) 2Xالمنتج ركز على إنتاج ) أن    بافتراض 

 من ساعات العمل المتوفرة لديه )بفرض أن هذا القيد يمثل ساعات عمل (. 

( الإنتاج على  إذا ركز  إنتاج    X)2(( مهملا  1Xبينما  يستطيع  العمل   (1X)من    وحدة 150فإنه  من ساعات 

 لديه. المتوفرة 

 يلي: وتحديد المستقيم الثاني عليه كما    المعلم المتعامد والمتجانسرسم يمكن الآن 

 

 

منطقة الحلول  

 الممكنة 
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 وتحديد المستقيمين الأول والثاني عليه كما يلي:  المعلم المتعامد والمتجانسرسم ويمكن الآن 

 

 

 

 

 

 

 

 تحديد منطقة الإمكانيات المتاحة .2

المنطقة   الحالة  هذه  في  وهي  المستقيمين،  كلا  تحقق  والتي  المتاحة  الإمكانيات  منطقة  بتحديد  بداية  نقوم 

(OABC)    الوقت المتاح   وهما:المظللة، حيث يستطيع المنتج إنتاج أي كمية داخل هذه المنطقة وفق القيدين

  الآلة.من العمل والوقت المتاح من 

والهدف من حل هذه المشكلة هو تحقيق أعلى عائد ممكن، وبإجراء التجارب وجد أن أعلى عائد يتحقق عند 

 . (OABC)لذلك يتم اختبار دالة الهدف عند هذه النقاط، وهي  المستقيمات،نقاط تقاطع 

 ملاحظات:

 المستقيمين.والتي تحقق كلا   (OABC)منطقة الإمكانيات المتاحة هي  أولا:

الإمكانيات المتاحة لأنها تحقق المستقيم الثاني فقط ، ولا تحقق من منطقة     (BCE)خروج منطقة    ثانيا:

 المستقيم الأول.

منطقة الحلول  

 الممكنة 

 ا

 

 
 

 منطقة  
   الحلول الممكنة

 

A 

B 

C 
O 

D 

E 

X2 

X1 

50 
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منطقة    ثالثا: الأول    (ABD)خروج  المستقيم  تحقق  لأنها  المتاحة  الإمكانيات  منطقة  تحقق    فقط،من  ولا 

 المستقيم الثاني. 

 :تحديد النقطة التي عندها يكون الربح أعلى ما يكون .3

 الطريقتين: تحديد النقطة التي عندها يكون الربح أعلى ما يكون، وذلك بإحدى  

 تقييم نقاط تقاطع المستقيمات وهي كما يلي:   الأولى:الطريقة 

 النقطة  40X1Z=10X 2X 1X+2 النتيجة 

0 10(0)+40(0) 0 0 O 

1000 10(100)+40(0) 0 100 C 

1300 10(66)+40(16) 16 66 B 

1200 10(0)+40(30) 30 0 A 

 يلي: رسم مستقيم دالة الهدف، وذلك كما  الطريقة الثانية:

 2X+401XZ=10 الهدف:دالة 

أن   وهي    نوجد   Z=320بافتراض  الهدف  دالة  مستقيم  لرسم  هذا   (0,32)  ،(8,0)نقطتين  برسم  نقوم  ثم 

 المستقيم كما يلي: 

 

ضمن الإمكانيات المتاحة نقوم بافتراض قيم أعلى فينتج لدينا    يقع  Z=   320قيمة    عند   1Lالمستقيم    نلاحظ أن

الذي يقم على حافة منطقة الإمكانيات المتاحة، وهذا يعني أن أعلى ربح    4Lوأخيرا مستقيم   3Lو  2L المستقيم  

  Z=1335هو عند هذا المستقيم  

أن جميع   ملاحظة  ب  مستقيمات ويجب  متوازية  الهدف  قيم  غدالة  اختلاف  النظر عن  ميل Zض  لأن  وذلك   ،

 . Zوليس قيمة  X 1X,2المستقيمات ثابت لا يتغير، والذي يغير ميل المستقيم هي معاملات 

 ملاحظات على نتيجة الحل: 

O 

X2 

X1 

66 

16 

30 

L1 

8 

32 

L2 

L3 

L4 

B 
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 2Xمن    16.7، و 1Xمن    66.7، أي يجب إنتاج  Bنلاحظ أن أعلى عائد قد تحقق عند النقطة   •

)اذا كان المتغيران يتبعان    2Xأو    1Xونتيجة أنه لا يمكننا إنتاج كسور من     1335لتحقيق عائد قدره  

 يتم تقريبها للقيمة الأدنى حتى تكون ضمن منطقة الإمكانيات المتاحة .و توزيعا منفصلا( 

 B  (66.666( ،)16.666 : )كما يمكن تحديد مدى استغلال الموارد عند النقطة  •

 الفائض  المستغل معادلة دالة الهدف الطاقة المتاحة  القيود 

2X+21X 100 66.666 *1 +16.666 *2 99.996  لا شيء تقريبا 

2X+51X 150  66.666 *1 +16.666*5  149.996  لا شيء تقريبا 

 

III. البياني  الحل في خاصة حالات 

هناك  أن  إلا  وبنجاح،  واسعة  مجالات  في  تطبيقها  يمكن  عامة  بصورة  الخطية  البرمجة  مشكلات  أن 

 : نجد حالات خاصة يجب مراعاتها، ومن هذه الحالات 

 

  :المثلى الحلول تعدد .1

ونحصل على هذا النوع من الحلول عندما تكون هناك أكثر من نقطة واحدة في منطقة الحلول الممكنة  

القيمة نفسها لدالة الهدف التي تكون أعلى القيم في حالة كون دالة الهدف من نوع التعظيم أو تكون أقل تعطي  

 القيم حين تكون دالة الهدف من نوع تدنئة. 

  :لحالات تعدد الحلول المثلىتوضيحي مثال 

 :البياني  الرسم طريقة باستخدام التالية الخطية البرمجة لنموذج الأمثل حلال أوجد 

Max(Z) = X1 + 2X2 

X1 + 2X2 ≤ 10 

𝑆/𝐶 
X1 + X2 ≥ 1 

X2 ≤ 4 

X1; X2 ≥ 0 

 لإيجاد حل لهذا البرنامج نتبع الخطوات التالية: 

 نستخرج المستقيمات وذلك بتحويل المتراجحات إلى معدلات كما يلي:  -

X1 + 2X2 = 10 
X1 + X2 = 1 
X2 = 4 

نقطتين يمر بها كل مستقيم ثم  على معلم متعامد نرسم هذه المستقيمات، ويكفي لذلك أن نجد   -

 نصل بينها. 

X2 =  هو خط مستقيم موازي للمحور الأفقي  4

X1 + 2X2 = 10  X1 + X2 = 1 

X1 X2  X1 X2 

0 5  0 1 

10 0  1 0 
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 ( بالنقاط  تحددت  الممكن  قد  الحل  منطقة  أن  النقطة  ABCDEنلاحظ  إحداثيات  حيث   ،)A 

;0) هي:  ;10) هي:  Bوالنقطة (1 ;0) هي:  Dأما النقطة  (0 ;0) هي:   Eو (4 1) 

 مولد من تقاطع مستقيم القيد الأول والثاني:  cأما النقطة 

X1 + 2X2 = 10 
X1 + X2 = 1 

:C : وبعد القيام بالحل الجبري لهما، سنجد أن (X1 = 2 ; X2 = 4) 

والذي يحقق لنا أكبر  وبتعويض قيم إحداثيات الزوايا الخمس في دالة الهدف، نتوصل إلى الحل الأمثل  

 عائد كما يظهر في الجدول التالي: 

 

 

 

 

يتضح من ذلك أن   10عظمى مساوية إلى   قيمة الهدف  لدالة تحقق  Cو  Bمن الجدول نجد أن النقطتين  

للمشكلة أكثر من حل واحد ويعود السبب في ذلك هو أن دالة الهدف تكون موازية لأحد القيود الهيكلية، أي  

عند رسم دالة الهدف وتحريك الرسم ينطبق الرسم في إحدى أوضاعه على أحد المستقيمات المرسومة وهنا 

 الحلول المثلى(. )تعدد للمشكلة مجموعة من الحلول المثلى  إنيقال 

  :حلول وجود عدم .2

هنا يحصل هذا النوع من الحلول عندما لا يمكن تعيين منطقة الحلول الممكنة ولا يوجد هنا حل أساسي  

بحيث تكون منطقة تقاطع القيود عبارة عن مجموعة    واحدة،ابتدائي مقبول، أي قيود لا تتقاطع في منطقة حل  

 خالية  

 : حلول وجود عدم توضيحي لحالاتمثال 

 لنموذج البرمجة الخطية التالية باستخدام طريقة الرسم البياني: أوجد الحل الأمثل 

Min(Z) = 4X1 + 3X2 

X1 + 2X2 = 5 

𝑆/𝐶 X1 + 2X2 = 10 

X1; X2 ≥ 0 

 الهدف  دالة قيمة نقاط  ات أحداثي نقاط 

A 𝐴: (𝑋1 = 1 ; X2 = 0) 𝑍𝐴 = 1 

B 𝐵: (𝑋1 = 10 ; X2 = 0) 𝑍𝐵 = 10 

C 𝐶: (𝑋1 = 2 ; X2 = 4) 𝑍𝐶 = 10 

D 𝐷: (𝑋1 = 0 ; X2 = 4) 𝑍𝐷 = 8 

𝐸 𝐸: (𝑋1 = 0 ; X2 = 1) 𝑍𝐸 = 2 

I      I      I       I     I      I       I      I      I      I 

 

5- 

4- 

3- 

2- 

1- 

1     2     3     4     5     6     7     8     9     10 

X2=4 

X1+2X2=10 
X1+X2=1 

X2 

X1 

 منطقة الحلول الممكنة 

A B 

C D 

E 
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   نقوم بإيجاد احداثيات المستقيمين من القيدين اعلاه ثم رسم هذين المستقيمين على معلم متعامد ومتجانس فنجد:

X1 + 2X2 = 10  X1 + 2X2 = 5 

X1 X2  X1 X2 

0 5  0 5/2 

10 0  5 0 

 

 

ً من خلال الشكل نلاحظ أن   ، وبذلك ويعطيان مستقيمان متوازيان  القيدين متعاكسان ولا يتقاطعان نهائيا

 لا نستطيع الحصول على حل مقبول لهذه المشكلة.

 

   :محدودة غير ال ةالممكن ولالحل منطقة .3

المشكلة  أكثر من متغيرات  أو  يعني زيادة متغير  أمثل وهذا  نقطة حل  تحديد  إمكانية  ذلك عدم  ويعني 

الربح دون مخالفة لأي قيد من القيود المشكلة وتعتبر هذه الحالة نظرية وبعيدة عن الواقع وبالنسبة  ومن ثم  

لطريقة الرسم البياني فإن هذا يعني بأن منطقة الحل مفتوحة وبدون نهاية علماً بأن هذه الحالة تنطبق فقط على  

 نموذج البرمجة الخطية الذي دالة الهدف له تعظيم. 

بين   تناقض  هناك  تعظيم ويكون  بدالة هدف  المشكلة  تكون  أيضا عندما  تقع  الحالة  هذه  اعتبار  ويمكن 

 أقل أو تساوي(.  القيود )القانوني دالة الهدف والقيود فتكون هذه الأخيرة أكبر أو تساوي وتعكس الشكل 

 :محدودة غيرال ةالممكن ولالحل منطقة توضيحي لحالاتمثال 

 الخطي التالي:  البرنامجلدينا  ليكن

Max(Z) = 6X1 + 10X2 

4X1 + 8X2 ≥ 40 

𝑆/𝐶 8X1 + 4X2 ≥ 40 

X1; X2 ≥ 0 

 لهذا البرنامج أوجد الحل الأمثل باستخدام طريقة الرسم البياني المطلوب: 

I      I      I       I     I      I       I      I      I      I 

 

5- 

4- 

3- 

2- 

1- 

1     2     3     4     5     6     7     8     9     10 

X1 + 2X2 = 10 X1 + 2X2 = 10 

X2 

X1 

 خالية منطقة  
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نقوم بإيجاد احداثيات المستقيمين من القيدين اعلاه ثم رسم هذين المستقيمين على معلم متعامد في الحل  

   ومتجانس فنجد:

8X1 + 4X2 ≥ 40  4X1 + 8X2 ≥ 40 

X1 X2  X1 X2 

0 10  0 5 

5 0  10 0 

 يوضح هذه المشكلة:الذي الرسم البياني 

الهدف فأية قيمة في المنطقة تحقق دالة   إن منطقة الحل الممكن مفتوحة من النهاية وهي غير محدودة

 وبالتالي نقول أن دالة الهدف لانهائية. 

 

  :القيود أحد حياد حالة .4

وهي من المشاكل الشائعة في مشاكل البرمجة الخطية الكبيرة التي تحتوي على عدد كبير من القيود، 

أكثر من  مما ينتج عنها قيد فائض لا حاجة له وليس له أي تأثير على الحل، وهذا يعني وجود قيود لها أهمية  

 غيرها، لذلك فإن استخدام الأهم يغني عن استخدام الأقل أهمية. 

  :القيود أحد حياد حالةل توضيحيمثال 

 افترض أن لديك نموذج البرمجة الخطية التالية: 
Max(Z) = 10X1 + 10X2 

2X1 + 2X2 ≤ 40 

𝑆/𝐶 
4X1 + 4X2 ≥ 40 

X1 ≤ 22 

X1; X2 ≥ 0 

 لهذا البرنامج المطلوب: باستخدام طريقة الرسم البياني أوجد الحل الأمثل 

نقوم بإيجاد احداثيات المستقيمين من القيدين اعلاه ثم رسم هذين المستقيمين على معلم متعامد في الحل  

   ومتجانس فنجد:

  

 

 

 

4X1 + 4X2 ≥ 40  2X1 + 2X2 ≤ 40 

X1 X2  X1 X2 

0 10  0 20 

10 0  20 0 

I      I      I       I     I      I       I      I      I      I 

 

10- 

8- 

6- 

4- 

2- 

1     2     3     4     5     6     7     8     9     10 

4X1+2X2=50 

2X1+4X2=20 

X2 

X1 

الحلول غير  منطقة 

 المحدودة 
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 :يوضح هذه المشكلةالذي الرسم البياني 

 

 

 

 

 

 

 

 

نلاحظ من خلال الشكل وجود حالة القيد الفائض متمثلة بالقيد الثالث أبطلا مفعول هذا القيد ذلك أنهما أكثر  

   تقييداً وتحديداً وهما اللذان حددا منطقة الحل الممكن.

I      I      I       I     I      I       I      I      I      I 

 

20- 

16- 

12- 

8- 

4- 

2     4     6       8   10     12   14   16   18    

20 22       

X1+X2=20 

2X1+2X2=20 

X2 

X1 

 الممكنة الحلول منطقة 

 القيد الفائض 
 X1 =22 
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 المحور الثالث 

 الخطيةالبرمجة في الطريقة الجبرية 

إن مجال استخدام هذه الطريقة أوسع من الطريقة البيانية، حيث تستخدم لحل المسائل متعددة المتغيرات، وتعد 

 هذه الطرقة تمهيدا لفهم طريقة السمبلكس، والتي تفوق إمكانياتها الطريقتين: البيانية والجبرية.   

I.     :الشكل القانوني لنماذج البرمجة الخطية 

 نموذج البرمجة الخطية مكتوب على شكله النموذجي )القانوني(، إذا تحقق الشرطان: يمكن القول أن 

 للنموذج تكون:   الهيكليةجميع القيود  ✓

 (؛ Maxفي حالة نموذج التعظيم ) تساويأو  أقل ➢

 (.Minفي حالة نموذج التدنية ) تساويأو  أكبر ➢

 (. j=1…. n ≥ 0 jX :تكون موجبة أو معدومة )  متغيرات الأساسجميع  ✓

 حالات:  3وبناءً على ذلك يمكن التمييز بين 

 للنموذج ) ≤، =، ≥ ( الهيكليةالحالة الأولى: إشارات القيود  .1

تتوافق   لا  بإشارات  وظيفية  قيود  على  الخطية  البرمجة  نماذج  تحتوي  أن  يكون مع  يمكن  كأن  الهدف،  دالة 

، وهي بذلك لا تحقق شرط الشكل  تساوي  أو  أكبربإشارات    الهيكلية( وقيوده  Maxالنموذج من نوع تعظيم )

(  1-وذلك بضرب طرفي القيد في )  تساوي  أو  أقل، لذلك يجب تحويلها إلى إشارة  الخطي  النموذجي للنموذج

بإشارات   قيوده  كانت  فإن  التدنية،  لنموذج  والعكس  إشارتها،  طرفي    تساوي  أو   أقللتحويل  ضرب  يتم 

 . تساوي  أو أكبر( لتتحول بذلك إلى إشارات 1-المتراجحات في )

 : التالينموذج البرمجة الخطية لالشكل القانوني   جد  :1مثال 

S/C 

Max Z= 4X1+2X2+6X3 

8X1+10X2+12X3 ≥ 400 

14X1+16X2+18X3 ≤ 800 

20X1+22X2+ 24X3 ≥ 2000 

X1 ; X2 ; X3 ≥ 0 

نلاحظ أن القيدين الأول والأخير لا يحققان شروط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه، لذلك وجب كتابتهما وفق 

 (: 1-تعظيم، وعليه يتم ضرب طرفي المتراجحة في ) في حالةإشارة أقل أو تساوي وذلك لأن النموذج 
8X1+10X2+12X3 ≥ 400…… × (-1)  ⇒    -8X1-10X2-12X3 ≤ -400 

20X1+22X2+ 24X3 ≥ 2000… × (-1) ⇒   -20X1-22X2- 24X3  ≤ -2000 

 التالي: كلنموذج لالشكل القانوني نحصل على   منهو

S/C 

Max Z= 4X1+2X2+6X3 

-8X1-10X2-12X3 ≤ -400 

14X1+16X2+18X3  ≤ 800 

-20X1-22X2- 24X3  ≤ -2000 

X1 ; X2 ; X3 ≥ 0 

إن وفق    أما  كتابته  يمكن  القيد  أن  يعني  فذلك  تماما،  تساوي  بإشارات  قيود  على  يحتوي  النموذج  كان 

 متراجحتين، فإما أن يكون بإشارة أكبر أو يساوي أو أقل أو يساوي، وهنا يمكن التمييز بين حالتين: 

في   ▪ طرفيه  يتم ضرب  تساوي  أو  أكبر  بإشارة  يكون  الذي  القيد  فإن  التعظيم،  نموذج  حالة  في 

 ( ليتحول إلى إشارة أقل أو تساوي؛ 1-القيمة )
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في حالة نموذج التدنية، فإن القيد الذي يكون بإشارة أقل أو تساوي يتم ضرب طرفيه في القيمة   ▪

 ( ليتحول إلى إشارة أكبر أو تساوي.   1-)

 : التالينموذج البرمجة الخطية لالشكل القانوني   جد  :2مثال 

S/C 

Min Z= 4X1+8X2+2X3 

12X1+30X2+20X3 ≥ 200 

4X1+24X2+2X3 ≥ 600 

6X1+8X2+ 9X3 = 400 

X1 ; X2 ; X3 ≥ 0 

نلاحظ أن القيد الأخير لا يحقق شروط الشكل النموذجي للنموذج أعلاه لأنه مكتوب بإشارة )=(، لذلك يتوجب  

 كتابته كما يلي: تحويله وفق إشارة أكبر أو تساوي وذلك لأن النموذج من نوع تدنية، وعليه يمكن 

6X1+8X2+ 9X3 ≤ 400 

6X1+8X2+ 9X3 ≥ 400 

نلاحظ أن المتراجحة الأولى لا تحقق شرط الشكل القانوني لذلك وجب تحويلها إلى إشارة أكبر أو تساوي،  

 (، فتصبح: 1-وذلك بضرب طرفيها في القيمة )

6X1+8X2+ 9X3 ≤ 400…… × (-1)    ⇒   -6X1 -8X2 -9X3 ≥ -  400 

 يصبح النموذج وفق الشكل القانوني كالتالي: ف

S/C 

Min Z= 4X1+8X2+2X3 

12X1+30X2+20X3 ≥ 200 

4X1+24X2+2X3 ≥ 600 

-6X1 -8X2 -9X3 ≥ -400 

6X1+8X2+ 9X3 ≥ 400 

X1 ≥ ; X2 ; X3 ≥ 0 

 (R  jXالحالة الثانية: إشارات المتغيرات غير محددة ) .2

إما موجبة أو معدومة، إلا أنه في بعض مسائل قد   متغيرات الأساسعموما تكون  مسائل البرمجة الخطية    في

jX تأخذ قيما سالبة، وهذا ما يفسر اقتصاديا بانخفاض كمية الإنتاج مثلا، وهذا ما يعبر عنه رياضيا بالكتابة:  

 R.ذلك أن إشارة المتغيرات غيرة محددة ، 

ففي هذه الحالة يتوجب علينا كتابة كل متغيرة تنتمي إلى مجموعة الأعداد الحقيقة في صورة فرق متغيرتين  

 ، وكذا على مستوى دالة الهدف، كما يلي: الهيكليةموجبتين على مستوى القيود 

XJ = X′J - X″J  

X′J ≥ 0,    X″J ≥ 0  

 JX بدلا من   ′JX″ -J Xفرق المتغيرتين ب  نستخدمونصبح 

 فإذا كانت: 

X′J ≥  X″J     :0 ≤         أي  X′J - X″J:فـإن            XJ ≥ 0 

X′J ≤  X″J     :0 ≥         أي  X′J - X″J:فـإن            XJ ≤ 0 

 أكتب نموذج البرمجة الخطية أدناه على الشكل القانوني:  :3مثال 

S/C 
Max Z= 1X1+2X2 

X1+X2  ≤  7 
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2X1+X2 ≤ 12 

X1 ; X2   R 

والتي    2xنلاحظ أن إشارات القيود لنموذج التعظيم أعلاه محققة، إضافة إلى قيود عدم السلبية، عدا المتغيرة  

 يجب علينا تعويضها بفرق متغيرتين موجبتين كما يلي: 

S/C 

Max Z= 1X1+2 (X′2 - X″2) 

X1+(X′2 - X″2)≤  7 

2X1+(X′2 - X″2)≤ 12 

X1 ; X′2;X″2≥ 0 

 (  jX ˂ 0 الحالة الثالثة: إشارة المتغيرات سالبة ) .3

قد تأخذ بعض متغيرات نموذج البرمجة الخطية قيما سالبة، فقد يظهر مثلا في فكرة رصيد الحساب الذي قد  

تكون   القانوني والذي يشترط أن  النماذج في شكلها  يكون في بعض الأحيان سالبا، وبغرض كتابة مثل هذه 

) متغيرا   أخرى  بمتغيرة  سالبة  متغيرة  كل  تعويض  يتوجب  معدومة،  أو  موجبة  فيه  على  -  j′Xالنموذج   ،)

 متغيرة موجبة أو معدومة، أي:  j′Xوكذا على مستوى دالة الهدف، حيث أن  الهيكليةمستوى القيود 

xj = - x′j  

x′j ≥ 0     

 النموذجي: أكتب نموذج البرمجة الخطية أدناه على الشكل  :4مثال 

S/C 

Max Z=  7X1+5X2 

7X1+9X2  ≤  10 

8X1+4X2 ≤ 20 

X1 ˂ 0 

X1;X2 ≥  0 

بغرض جعلها تحقق ذلك يتوجب علينا  و  ،متغيرات الأساسلا تحقق شرط عدم سلبية    1Xنلاحظ أن المتغيرة  

 عليه يصبح النموذج كالتالي: و ،X′1  ≥ 0حيث أن  (- X′1تعويضها بمتغيرة أخرى )

S/C 

Max Z=  -7X′1+7X2 

-7X′1+9X2  ≤  10 

- 8X′1+4X2 ≤ 20 

X′1;X2 ≥  0 

II. الوهميةمتغيرات ال  : 

)في    هي  الهيكليةالقيود   مستخدمة  كمية  عن  في  والأيسر(،    الطرفعبارة  متاحة    الأيمن،   الطرفكمية 

إلى  و )القيود(  المتراجحات  تلك  تحويل  أولا  ينبغي  الخطية  البرمجة  نموذج  حل  ذلك  و  معادلات،بغرض 

التي تعبر اقتصاديا عن الكمية المتبقية أو غير  و  ،وهميةبإضافة متغيرات جديدة غير سالبة تسمى متغيرات  

 . Sعادة ما يرُمز لمتغير الفرق بالرمز و المستخدمة،

 التي تكون بالإشارة أقل أو تساوي: الهيكليةفي حالة القيود  .1

لذا وجب إضافة  و  أن الكمية المستخدمة دائما أقل من المتاحة  مسبوقة بإشارة )+(،  وهميةإضافة متغيرة  نقوم ب 

 كمية متبقية للوصول إلى الاستخدام التام.

X1+5X2+7X3+2X4  ≤   500⇒ X1+5X2+7X3+2X4 + S1= 500 

 التي تكون بالإشارة أكبر أو تساوي: الهيكليةفي حالة القيود  .2
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لذا وجب إنقاص  و  أن الكمية المستخدمة قد تجاوزت المتاح  (،-مسبوقة بإشارة )  وهميةإضافة متغيرة  نقوم ب

 هذه الكمية التي تفوق المتاح. 

X1+5X 2+7X 3+2X 4≥     500⇒ X1+5X 2+7X 3+2X 4- S1= 500 

 في دالة الهدف:  الوهميةمتغيرات ال .3

على مستوى دالة الهدف ذات معاملات معدومة، كون أن هذه المتغيرات لا تحقق    الوهميةمتغيرات  التكون  

 (.او التدنية على التوالي  التعظيم كلا الحالتينللمؤسسة )في او خسارة أي ربح 

III.     :الشكل المعياري لنماذج البرمجة الخطية 

 يكون نموذج البرمجة الخطية مكتوبا على شكله المعياري، إذا تحققت الشروط التالية: 

 مكتوبة على شكل معادلات بدلا من متراجحات؛ الهيكليةالقيود  -أ

 )المتاح( موجبا أو معدوما؛  الهيكليةيجب أن يكون الطرف الأيمن للقيود  -ب 

 يجب أن تكون جميع متغيرات النموذج موجبة أو معدومة. -ت 

 : التالينموذج البرمجة الخطية لالشكل المعياري  جد  :5مثال 

 

 
Max Z= X1+2 X2+5X3 

3X1+X2 +4X3≥ 60 

7X1+9X2 +5X3  = 88 

X1+4X2 +X3 ≤ - 45 

X1; X2; X3 ≥  0 

S/C 

 

 الشكل المعياري: و عليه يجب تحويلها بما يتوافقو   الثلاثة لا تحقق الشروط السابقنلاحظ أن القيود 
3X1+ X2 +4X3   ≥ 60    → 3 X1+ X2 +4 X3 – S1  = 60 ˃ 0 
7X1+9X2 +5X3   = 88   → 7X1+9X2 +5X3   = 88 ˃ 0 
X1+4X2 +X3 ≤ - 45       → (-1) [X1+4X2 + X3 + S3]  =(-1) ( - 45)  → - X1-4 X2 - X3 - S3  =45˃ 0 

 ويصبح الشكل المعياري النهائي للنموذج أعلاه كالتالي: 

 

S/C 

Max Z=X1+2X2  +5X3 

3X1+X2+4X3 – S1  = 60  

7X1+9X2 +5X3  = 88 

-X1-4X2-X3 - S3  =45 

X1; X2; X3;S1;S3 ≥  0 

IV.  :خطوات حل نماذج البرمجة الخطية باستخدام الطريقة الجبرية 

 سنأخذ المثال التالي:    الجبرية،الطريقة حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام ل

 ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:  :6مثال 

 

S/C 

Max Z=  5X1+4 X2  +3X3   

X1+X2 +3X3  ≤ 100  

4X1+X2 +6X3  ≤  200 

X1; X2; X3 ≥  0 

 الأمثل، نقوم بإتباع الخطوات التالية: الوصول إلى الحل و لحل النموذج أعلاه

 كتابة النموذج على الشكل المعياري:  .1
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إلى معادلات  النموذج  قيود  يتم تحويل  إليه سابقا،  متغيرات  و  كما تمت الإشارة  بإضافة  )الفرق(    وهميةذلك 

 كالتالي: عليه يصبح النموذج و  شروط الشكل المعياري لنماذج البرمجة الخطية،و  حتى يتوافق

S/C 

Max Z=  10 X1+4 X2  +6 X3   Max Z=  10 X1+4 X2  +6 X3+ 0S1 + 0S2 

2 X1+2 X2 +6 X3 + S1  = 100 

4X1+X2 +6X3+ S2  = 200 

X1; X2, X3; S1; S2≥ 0 

 

S/C 2 X1+2 X2 +6 X3+ S1  + 0S2 = 100 

4X1+X2 +6X3+ 0S1  + S2  = 200 

X1 ≥; X2; X3;S1;S2≥  0 

  3متغيرات )  5نلاحظ من خلال الشكل المعياري للنموذج أعلاه، أنه عبارة عن جملة معادلات تحتوي على  

بناء على ذلك فإنه يتعذر علينا حل  و   (، علما أنه يحتوي على معادلتين،وهميةمتغيرات    2،  اساسيةمتغيرات  

 الجملة التي يكون فيها عدد المجاهيل يفوق عدد المعادلات.

يتم ذلك عن طريق عدم  و  يجب جعل عدد المجاهيل مساويا لعدد المعادلات،  نتمكن من حل النموذج اعلاهلكي  

الذي  و  الحل المتحصل عليه يسمى حل الأساس،و  عدد المعادلات(،و   متغيرات )الفرق بين عدد المجاهيل  3

من   الأساس،  3يتكون  خارج  متغيرات  تسمى  معدومة  متغيرات و  متغيرات  تسمى  معدومة  غير  أخرى 

 الأساس. 

 تعدد حلول الأساس: .2

بالتالي يتم في كل و  ( متغيرات،3حل النموذج أعلاه، يتوجب علينا في كل مرة عدم ثلاث )  نتمكن منحتى  

عدمها سيتم  التي  المتغيرات  من  توليفة  اختيار  لها،و  مرة  الأساس  حل  من و  استنتاج  عدد  يوجد  فإنه  عليه 

هذه   اختيار  بها  يمكن  التي  التوليفات الطرق  أو  رياضيا  و  المتغيرات  حسابه  يمكن  التوفيقة  الذي  باستخدام 

 كالتالي: 

𝐶5
3 =

5!

3!(5−3)!
 = 10 

أو    وهميةمتغيرات معدومة )متغيرا القرار أو متغيرات    3توليفات مختلفة يكون بها    10أي أن النموذج يقبل  

 من ثم استنتاج حل الأساس. و ،الهيكليةيتم حساب الأخرى بتعويضها في القيود و  الاثنين معا(،

 عليه يتم تلخيص حلو ل الأساس في الجدول التالي: و

 06تعداد حلول الأساس للمثال  يبينالجدول 
الهيكلية التعويض في القيود  متغيرات الأساس  نوع الحل  الرقم  متغيرات خارج الأساس  

 S1 = 100 حل مقبول

S2 = 200 

1(0) + 1(0) + 3(0) = 100 

4(0) + 1(0) + 6(0) = 200 

X1 = X2 = X3 = 0 01 

 X3 = 100/3 حل مقبول

X2 = 0 

1 (0) + 1X2 + 3X3 +0 = 100 

4 (0) + 1X2 + 6X3 +0 = 200 

X1 = S1 = S2 = 0 02 

 X1 = 0 حل مقبول

X3 = 100/3 

1X1+ 1(0) + 3X3 +0 = 100 

4X1+ 1(0) + 6X3 +0 = 200 

X2 = S1 = S2 = 0 03 

 حل مرفوض 
X1 = 200 

X2 = -100 

1X1+ 1X2 + 3(0) +0 = 100 

4X1+ 1X2 + 6(0) +0 = 200 

X3 = S1 = S2 = 0 04 

 X3 = 100/3 حل مقبول

S2 = 0 

 1(0) + 1(0) + 3X3 +0 = 100 

4(0) + 1(0) + 6X3 +S2 = 200 

X1 = X2 = S1 = 0 05 

 X3 = 100/3 حل مقبول

S1 = 0 

1(0) + 1(0) + 3X3 +S1 = 100 

4(0) + 1(0) + 6X3 +0 = 200 

X1 = X2 = S2 = 0 06 

  X2 =100 حل مقبول

S2 =100  

1(0) + 1X2 + 3(0) +0 = 100 

4(0) + 1X2 + 6(0) +S2 = 200 

X1 = X3 = S1 = 0 07 

 حل مرفوض 
X2 =200  

S1 = -100  

1(0) + 1X2 + 3(0) + S1 = 100 

4(0) + 1X2 + 6(0) +0 = 200 

X1 = X3 = S2 = 0 08 

 حل مرفوض 
X1 =100  

S2 = -200  

1X1 + 1(0) + 3(0) +0 = 100 

4X1 + 1(0) + 6(0) +S2 = 200 

X2 = X3 = S1 = 0 09 

  X1 =50 حل مقبول

S1 =50  

1X1 + 1(0) + 3(0) + S1 = 100 

4X1 + 1(0) + 6(0) +0 = 200 

X2 = X3 = S2 = 0 10 
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أن هناك حلول أساس )متغيرات الأساس، متغيرات خارج الأساس( موجبة أو  اعلاه  الجدول  خلال  يلاحظ من  

وتسمى هذه الحلول بحلول الأساس المقبولة لأنها لا تحقق قيود عدم سلبية المتغيرات، و هناك حلول  معدومة،  

لا   لأنها  المقبولة،  غير  الأساس  بحلول  وتسمى  سالبة  الأساس(  خارج  متغيرات  الأساس،  )متغيرات  أساس 

 تحقق قيود عدم سلبية المتغيرات. 

 تقييم دالة الهدف عند حلول الأساس المقبولة:  .3

من أجل كل حل أساس مقبول، سوف تكون هناك قيمة لدالة الهدف، وما يهمنا هو حل الأساس المقبول الذي 

 04يعطي لدالة الهدف أمثل قيمة وهو الحل رقم: 
Z = 10(9) + 4(39) + 6(0) = 246 

 ويتم تفسير حل الأساس المقبول الأمثل المتوصل إليه كما يلي: 

X1= 9  وحدة من المنتج الأول؛ 9أي على المؤسسة إنتاج 

= 392X   وحدات من المنتج الثاني؛  39أي على المؤسسة إنتاج 

= 03X .أي على المؤسسة عدم إنتاج أي وحدة من المنتج الثالث 

القيود   في  الأمثل  المقبول  الأساس  حل  قيم  تعويض  محققان   الهيكليةوعند  والثاني  الأول  القيدين  أن  نلاحظ 

 .S 1S =2 0 =بإشارة تساوي ما يعني أنهما مشبعان، أي: 

 التفسير الهندسي لحلول الأساس المقبولة:  .4

 لمعرفة التفسير الهندسي لحلول الأساس المقبولة، سنأخذ المثال أدناه.

 ليكن لدينا نموذج البرمجة الخطية التالي:  :7مثال 

S/C 

Max Z=  10 X1+12 X2 

X1+2X2 ≤ 20  

3X1+2X2 ≤  48 

2X1+2X2 ≤  26 

X1 ; X2 ≥  0 

سنقوم بحل هذا النموذج وفق طريقة تعداد حلول الأساس ثم وفق الطريقة البيانية. وكمرحلة أولى يتعين علينا  

 الشكل المعياري )إضافة متغيرات الفرق( ليصبح كالتالي: كتابة هذا النموذج على 

S/C 

Max Z=  5X1+6X2 

2X1+2X2 +S1= 40  

2X1+X2 +S2= 30 

X1+2X2 +S3= 20 

X1 , X2 S1, S2, S3 ≥ 0 

يتعين علينا عدم متغيرتين، حيث أن النموذج   5وبما أن النموذج يحتوي جملة معادلات بها   متغيرات، فإنه 

 حلول أساس، وذلك وفقا للعلاقة:  10توليفات للمتغيرات المعدومة وبالتالي فإنه يقبل    10يقبل  

 𝐶5
2 =

5!

2!(5−2)!
 = 10 

 وبناء على ذلك، نلُخص حلول الأساس في الجدول أدناه: 

 07تعداد حلول الأساس للمثال 
 الرقم  متغيرات خارج الأساس الهيكلية التعويض في القيود  متغيرات الأساس  نوع الحل 

 حل مقبول
04=  1S 

03=  2S 

0= 23 S 

2(0)+2(0) +S1= 40 

2(0)+1(0) +S2= 30 

1(0)+2(0)+S3 = 20 

X1 = X2 = 0 01 

 حل مرفوض 
20= 2X 

10= 2S 

20-3 S 

2(0)+2X2 +0= 40 

2(0)+1X2 +S2= 30 

1(0)+2X2+S3 = 20 

= 01 X1 = S 02 

 حل مرفوض 
03=  2X 

20-=  1S 

04-= 3 S 

2(0)+2X2 +S1= 40 

2(0)+1X2 +0= 30 

1(0)+2X2+S3 = 20 

= 0 2= S 1X 03 

 حل مقبول
01=  2X 

20=  1S 

2(0)+2X2 +S1= 40 

2(0)+1X2 +S2= 30 
= 0 3= S 1X 04 
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02= 2 S 1(0)+2X2+0 = 20 

 مرفوض حل 
= 20 1X 

10-=  2S 

= 03 S 

2X1+2(0) +0= 40 

2X1+1(0)+S2= 30 

1X1+2(0)+S3 = 20 

= 0 1= S 2X 05 

 حل مقبول
= 15 1X 

= 10 1S 

= 53 S 

2X1+2(0) +S1= 40 

2X1+1(0) +0= 30 

1X1+2(0)+S3 = 20 

= 0 2= S 2X 06 

 حل مرفوض 
= 20 1X 

0=  1S 

01-= 2 S 

2X1+2(0) +S1= 40 

2X1+1(0) +S2= 30 

1X1+2(0)+0 = 20 

=0 3= S 2X 07 

 حل مرفوض 
= 10 1X 

= 10 2X 

10-= 3 S 

2X1+2X2 +0= 40 

2X1+1X2 +0= 30 

1X1+2X2+S3 = 20 

= 0 2= S 1S 08 

 حل مرفوض 
= 20 1X 

= 0 2X 

10-= 2 S 

2X1+2X2 +0= 40 

2X1+1X2 +S2= 30 

1X1+2X2+0 = 20 

= 0 3= S 1S 09 

 حل مرفوض 
= 20 1X 

= 0 2X 

10- =1 S 

2X1+2X2 +S1= 30 

2X1+1X2 +0= 40 

1X1+2X2+0 = 20 

= 0 3= S 2S 10 

عند تقييم دالة الهدف عند حلول الأساس المقبولة المتوصل إليها أعلاه، نلاحظ أن الحل الأمثل للنموذج يتمثل 

 : 6في الحل رقم 
Z = 5(15) + 12(0) = 75 

 أما بيانيا فيكون حل النموذج أعلاه كما يلي: 

 . 2A(0, ،B(20,0)(0يمُثل بالنقطتين:   2X12X+ 402 =  القيد الأول:

 .)30C(0, ،,0)15D(يمُثل بالنقطتين:  X12X+ 302 = الثاني:القيد 

 . )10E(0, ،,0)20F(يمُثل بالنقطتين:   2X1X+ 202 = القيد الثالث:

 7التمثيل البياني لقيود المثال  

 

I         I           I           I         I          I  

30- 

25- 

20- 

15- 

10- 

5- 

5       10       15         20      25       30 

2X1+2X2 = 40 

2X1+X2 = 30 

X2 

X1 

 الحلول الممكنة منطقة 

X1+2X2 = 20 
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V.  :حلول الأساس المقبولة المتفسخة والمتجاورة 

المقبولة   الأساس  حلول  أكثر    كل  المتفسخةنسمي  أو  أساس  متغيرة  تتضمن  التي  المقبولة  الأساس  حلول 

المقبولة   الأساس  حلول  ونسمي  تتضمن    المتجاورةمعدومة،  التي  المقبولة  الأساس  حلول  متغيرة    n-1كل 

 عدد القيود.  nأساس مشتركة، حيث تمثل  

 الخطية التالي: ليكن لدينا نموذج البرمجة  :8مثال 

S/C 

Max Z =13 X1+5 X2   Max Z = 13 X1+5 X2 

3X1+2X2   ≤ 240 

5 X1+10 X2 ≤ 400 

6 X1+8 X2 ≤ 480 

X1; X2≥  0 

⟺ S/C 

3 X1+2 X2 + S1  = 240 

5 X1+10 X2 + S2  = 400 

6 X1+8 X2 + S3  =  480 

X1; X2;S1 ;S2 ; S3 ≥  0 

 يلي: يتم تمثيل هذا النموذج بيانيا كما 

 . A(0,120) ،B(80,0)يمُثل بالنقطتين:   2X +21X 3  240 = القيد الأول:

 . C(0,40) ،D(80,0)يمُثل بالنقطتين:   2X +101X 5 400 = القيد الثاني:

 . E(0,60) ،F(80,0)يمُثل بالنقطتين:  2X +81X 6 480 = القيد الثالث:

 8التمثيل البياني لقيود المثال  

 

 . B(80,0)منطقة الحلول المقبولة، حيث أنه يتقاطع أكثر من مستقيم عند النقطة  OCBتمثل المنطقة 

متغيرات، فإنه يتعين علينا عدم متغيرتين، حيث أن النموذج يقبل    5معادلات بها    3بما أن النموذج يحتوي  و

 ذلك وفقا للعلاقة:  و حلول أساس، 10بالتالي فإنه يقبل و  توليفات للمتغيرات المعدومة  10

𝐶5
2 =

5!

2!(5−2)!
 = 10 

 

 وبناء على ذلك، نلُخص حلول الأساس في الجدول أدناه: 
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 08للمثال تعداد حلول الأساس 
 الرقم  متغيرات خارج الأساس الهيكلية التعويض في القيود  متغيرات الأساس  نوع الحل 

 مقبول 

= 240 1S 

= 400 2S 

= 4803 S 

3(0)+2(0) +S1= 240 
5(0)+10(0) +S2= 400 

6(0)+8(0)+S3 = 480 
x1 = x2 = 0 01 

 مرفوض

= 120 2x 

800 -=  2S 

480 -= 3 S 

3(0)+2x2+0= 240 
5(0)+10x2+S2= 400 

6(0)+8x2+S3 = 480 
= 01 = S 1x 02 

 مقبول 

= 40 2x 

= 160 1S 

= 1603 S 

3(0)+2x2+S1= 240 
5(0)+10x2+0= 400 

6(0)+8x2+S3 = 480 
= 0 2= S 1x 03 

 مرفوض

= 60 2x 

= 120 1S 

200 -= 2 S 

3(0)+2x2 +S1= 240 
5(0)+10x2+S2= 400 

6(0)+8x2+0 = 480 
= 0 3= S 1x 04 

 مقبول متفسخ

= 80 1x 

= 0 2S 

= 03 S 

3x1+2(0) +0= 240 
5x1+10(0) +S2= 400 

6x1+8(0) +S3 = 480 
= 0 1= S 2x 05 

 مقبول متفسخ

= 80 1x 

= 0 1S 

= 03 S 

3x1+2(0) + S1= 240 
5x1+10(0) +0 = 400 

6x1+8(0) +S3 = 480 
= 0 2= S 2x 06 

 مقبول متفسخ

= 80 1x 

= 0 1S 

= 02 S 

3x1+2(0) + S1= 240 
5x1+10(0) +S2= 400 

6x1+8(0) +0 = 480 
=0 3= S 2x 07 

 مرفوض

= 120 1x 

60-=  2x 

= 2403 S 

3x1+2 x2+ 0= 240 
5x1+10 x2+0 = 400 

6x1+8 x2+S3 = 480 
= 0 2= S 1S 08 

 مقبول متفسخ

= 80 1x 

= 0 2x 

= 02 S 

3x1+2 x2+ 0= 240 
5x1+10 x2+ S2 = 400 

6x1+8 x2+0 = 480 
= 0 3= S 1S 09 

 مقبول متفسخ

= 80 1x 

= 0 2x 

= 01 S 

3x1+2 x2+ S1= 240 
5x1+10 x2+0 = 400 

6x1+8 x2+0 = 480 
= 0 3= S 2S 10 

نلاحظ أن الحلول المقبولة المتفسخة ما هي إحداثيات النقاط التي تتقاطع عندها قيود النموذج، وعليه نستنتج  

عدد  يفوق  المستقيمات  من  عدد  عند  يتقاطع  التي  الرأسية  النقاط  هي  المتفسخة  المقبولة  الأساس  حلول  أن 

 . متغيرات الأساس

 مثل:  2=(n-1)كما نلاحظ أن هناك مجموعة من الحلول المقبولة تشترك في متغيرتي الأساس 

رقم   المقبول  رقم  و  01الحل  المقبول  الأساس:    07الحل  متغيرتي  في  أنهما    2Sو  1Sيشتركان  عنهما  فيقال 

 حلان متجاوران؛

رقم   المقبول  رقم  و  03الحل  المقبول  الأساس:    10الحل  متغيرتي  في  أنهما    1Sو  2xيشتركان  عنهما  فيقال 

 حلان متجاوران.

 أما الحلول المقبولة التي تشترك في أقل من متغيرتي أساس فيقال عنها أنها غير متجاورة.
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 المحور الرابع 

 البرمجة الخطيةفي طريقة السمبلكس 

الخطية    وسيلة رياضية ذات كفاءة عالية في استخراج الحلول المثلى لمشكلات البرمجة  السمبلكسطريقة  تعد  

المتغيرات   بصورة عامة، وتستخدم هذه الطريقة لحل النماذج الرياضية للبرمجة الخطية جبرياً مهما كان عدد 

 وهي الأكثر استخداماً لحل النماذج الرياضية. 

بشكل    بشكل متسلسل وباستخدام مفاهيم رياضية بسيطة، ويتم  الحلول الممكنةهذه الطريقة بفحص منطقة    تقوم

 متكرر، وهذا يعني إعادة نفس الإجراءات مرة تلو الأخرى ولحين الوصول للحل الأمثل. 

متغير  من  أكثر  وجود  حالة  الخطيفي    ينفي  وإنما  البرنامج  البيانية  الطريقة  استخدام  يمكن  لا  علينا   فإنه 

طر دا  السمبلكسقة  ي استخدام  ابتكرها  عام  نتالتي  اختيار   1947زاك  على  يعتمد  أسلوب  عن  عبارة    وهي 

على    المتغيرات ذات التأثير الأساسي على كل من دالة الهدف والقيود ويهمل المتغيرات الأخرى التي لا تؤثر

 دالة الهدف والقيود.

بطريقة   النموذج  حل  الصيغة  وتحويل،  السمبلكسقبل  من  الخطية  البرمجة  الصيغة    نمودج  إلى  الأولية 

 أساسها. معرفة أنواع الصيغ التي يمكن كتابة البرنامج الخطي على أولاً النموذجية، علينا 

I. الخطي للبرنامج والمختلطة  القانونية الصيغة: 

 القانونية:  الصيغة .1

 البرامج الخطية وهي حسب الحالة كما يلي:  صيغهناك نوعان من 

 :التالي النحو على الخطي للبرنامج القانونية الصيغة تكون الحالة هذه في : التعظيم حالة –

 دالة الهدف تكون في حالة تعظيم؛  •

 التشكيلة الخطية لجميع القيود تكون في حالة أصغر أو تساوي عددا ثابتا موجبا؛  •

 . سالبةجميع المتغيرات تكون غير   •

 تكتب كما يلي:   القانونيةأي أن الصيغة 

𝑀𝑎𝑥(𝑍) = C1𝑥1 + C2x2 +⋯…… .+C𝑛1𝑥n 

a11𝑥1 + a12𝑥2 +⋯………𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ b1 

𝑆/𝐶 

a21𝑥1 + a22𝑥2 +⋯………𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≤ b2 

…………………………………………… 

a𝑖1𝑥1 + a𝑖2𝑥2 +⋯………𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≤ b𝑖 
……………………………………………… 

a𝑚1𝑥1 + a𝑚2𝑥2 +⋯……𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤ b𝑚 

𝑥1; 𝑥2; …………𝑥n ≥ 0  

 أما الصيغة القانونية بالشكل المصفوفي تكون كما يلي: 
Max(Z) = CtX 

AX ≤ B 𝑆/𝐶 

X ≥ 0  
 يعبر عن سطر معاملات دالة الهدف   𝐶𝑡حيث:  

𝐴  القيودعن مصفوفة تعبر  
𝐵   تعبرعن شعاع الثوابت 

 فحتى يأخذ البرنامج الخطي شكل الصيغة القانونية يجب أن يتميز بما يلي:  حالة التدنئة: –

 دالة الهدف تكون في حالة تدنئة ؛  •
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 التشكيلة الخطية لجميع القيود تكون في حالة أكبر أو تساوي عددا ثابتا موجبا؛  •

 جميع المتغيرات تكون غير سالبة.  •

 الصيغة القانونية تكتب كما يلي: أي أن 
𝑀𝑖𝑛(𝑍) = 𝐶1𝑥1 + 𝐶2𝑥2 +⋯…… .+𝐶𝑛1𝑥𝑛 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯………𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏1 

𝑆/𝐶 

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯………𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏2 

……………………………………………………… 
𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 +⋯………𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏𝑖 
……………………………………………………… 
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯……𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑏𝑚 

𝑥1; 𝑥2; …………𝑥𝑛 ≥ 0  

 أما الصيغة القانونية بالشكل المصفوفي تكون كما يلي: 
𝑀𝑖𝑛(𝑍) = 𝐶𝑡𝑋 

𝐴𝑋 ≥ 𝐵 𝑆/𝐶 

𝑋 ≥ 0  

  :المختلطة الصيغة .2

 :الصيغة هذه وشروط 

 أن تكون دالة الهدف مكتوبة على شكل تعظيم أو تدنئة؛  •

 أو يساوي أو أكبر أو يساوي أو هيأة معادلة أي مساواة؛ أن تكون القيود مكتوبة بإشارة أقل  •

 تكون غير سالبة. جميع المتغيرات  •

 أي أن الصيغة المختلطة تكتب كما يلي" : 

𝑀𝑖𝑛, (𝑀𝑎𝑥)(𝑍) = C1𝑥1 + C2x2 +⋯…… .+C𝑛1𝑥n 

a11𝑥1 + a12𝑥2 +⋯………𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≥,=≤ b1 

𝑆/𝐶 

a21𝑥1 + a22𝑥2 +⋯………𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≥,=≤ b2 

……………………………………………………… 

a𝑖1𝑥1 + a𝑖2𝑥2 +⋯………𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≥,=≤ b𝑖 
……………………………………………………… 

a𝑚1𝑥1 + a𝑚2𝑥2 +⋯……𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≥,=,≤ b𝑚 

𝑥1; 𝑥2; …………𝑥n ≥ 0  

 :الخطي للبرنامج  النموذجية الصيغة .3

تدنئة، تعتبر   تعظيم أو صيغةوفيها تكون كل القيود على شكل معادلات، أما دالة الهدف فتكون إما في صيغة  

تحويل أية صيغة   يجري  ذ ، إالسمبلكسالصيغة النموذجية ضرورية لإيجاد الحل الأساسي للبرنامج بطريقة  

 مهما كان شكلها إلى الصيغة النموذجية، بإعتبار ذلك أول خطوة في إتجاه الحل. 

الطريقة   في  الأولى  الخطوة  صيغة  السمبلكستتطلب  إلى  متراجحات  صيغة  من  القيود  معادلات   تحويل 

 : كالاتي

 متغير "ويسمى للقيد  الأيسر الجانب  إلى مكمل متغير إضافة يتم يساوي أو من أقل القيد  إشارة كانت  إذا •

الراكد   أو   "وهمي  المتغير  أو  الزائد  بالرمز  المتغير  له  ;𝑆i)ويرمز  i = 1,2,………… . .𝑚) 

المتغير   ويمثل  الهدف،  دالة  في  بمعامل صفر  المتغير  هذا  مثل    موارد غير مستخدمة  الوهميويظهر 
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الموارد  من  أي  أو  المحزن،  ساحات  الأموال،  العمل،  ساعات  الآلة،  على  المستغرق  في   الوقت 

 المشكلات التي تواجهها المؤسسات. إذا كان القيد مثلا كما يلي: 

a11𝑥1 + a12𝑥2 +⋯………𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ b1 

 يصبح القيد: 

 a11𝑥1 + a12𝑥2 +⋯………𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑆1 = b1 

 للقيد  الأيسر الجانب  من  فائض  متغير طرح يتم يساوي أو من أكبر القيد  إشارة كانت  إذا •

;𝑆i)" ويرمز له بالرمز   الوهميمتغير ال"ويسمى i = 1,2,………… . .𝑚) 

 الوهمي المتغير  ويظهر(Ai) بالرمز له  ويرمز للقيد  الأيسر الجانب  إلى  اصطناعي أو وهمي متغير نضيف ثم

إلى    في دالة الهدف والتي ترمز   (M)بمعاملفيظهر  الاصطناعي  المتغير  صفر في دالة الهدف، أما   بمعامل

، أما  تدنئةالهدف    عندما تكون دالة(M+)فتكون موجبة في دالة الهدف  معامل رقمي كبير جداً، أما إشارتها  

 القيد على الشكل التالي: كان إذا  . فمثلا(M−)إذا كانت دالة الهدف تعظيم فإن إشارتها تكون سالبة  

a11𝑥1 + a12𝑥2 +⋯………𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≥ b1 

 يصبح القيد: 

 a11𝑥1 + a12𝑥2 +⋯………𝑎1𝑛𝑥𝑛 − 𝑆1+A1 = b1 

طرفيها   بين  تفصل  التي  الخطية  المتراجحات  إلى  الاصطناعية  المتغيرات  نوعتضاف  من  أو   علامة  أكبر 

على هذا الحل  الممكن، وبعد أن يتم الحصوليساوي أو المساواة وذلك بهدف الحصول على الحل الأساسي  

سيأتي شرحه في حالة    )الحل الممكن( يجب أن يتم التخلص من هذه المتغيرات وأبعادها عن النموذج ) كما

 gMBiطريقة  

ويرمز   للقيد  الأيسر الجانب  إلى اصطناعي أو وهمي  متغير إضافة يتم (=) يساوي القيد  إشارة كانت  إذا •

 (Ai)له بالرمز 

 :السابقة  القواعد  يبين التالي والجدول

 Maxتعظيم  الهدف دالة Min دالة الهدف تدنئة الإجراء على القيد  

 1𝑆𝑖 +0𝑆𝑖 +0𝑆𝑖+ اقل من أو يساو 
1𝑆𝑖− أكبر من أو يساوي  + 1𝐴𝑖 1𝑆𝑖 +𝑀𝐴𝑖 1𝑆𝑖 +𝑀𝐴𝑖 

 1𝐴𝑖 +𝑀𝐴𝑖 −𝑀𝐴𝑖+ يساو 

 : الآتي النموذجية للبرنامج الخطي (: أوجد الصيغة 01مثال رقم )

𝑀𝑎𝑥(𝑍) = X1 + 2X2 − X3 

X1 + X2 + X3 = 10  

X2 + X3 ≥ 4 

X1 + X3 ≤ 5 

𝑋1; X2; X3 ≥ 0 

X1 الحل: القيد الأول عبارة عن قيد مساواة إذن:  + X2 + X3 = 10 → X1 + X2 + X3 + 𝐴1 = 10 

X2 يحمل إشارة أكبر من أو يساوي إذن: القيد الثاني   + X3 ≥ 4 → X2 + X3 − 𝑆1 + 𝐴2 = 4 

X1 القيد الثالث حمل إشارة أصغر من أو يساوي ومنه:  + X3 ≤ 5 → X1 + X3 + 𝑆2 = 5 

𝑀𝑎𝑥(𝑍)أما دالة الهدف تصبح على النحو التالي:   = X1 + 2X2 − X3 + 0𝑆1 + 0𝑆2 −𝑀𝐴1 −𝑀𝐴2 
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II. الأولي الحل جدول إعداد: 

عن هذا ينتج  للصفر    مساوية الحقيقية المتغيرات  جميع قيم تكون  حيث  ممكن أولي بحل السمبلكس طريقة تبدأ

ثم (،  0مقداره ) ربحا  الإعتيادي   النقطة ومن  المبسطة عند هذه  الطريقة  النقاط عند   وتبدأ  بقية  سنتحرك نحو 

 الأركان الأخرى إلى أن نصل إلى الحل الأمثل .

عند  الأولي  الحل  يناظر  والذي  ممكن  أولي  حل  على  للحصول  الأساسي  الأولي  الحل  جدول  نقطة    تكوين 

دالة حالة  من  النموذجية  الصيغة  الشكل  بيانات  تنظيم  ويكون  البياني،  الحل  طريقة  في  في    الأصل  التعظيم 

 جدول الحل الأولي كما هو مبين في الجدول التالي: 

B 
0 ………… .. 0 0 Cn ………… .. C2 C1 Cj T1 

S𝑚 ………… .. S2 S1 X𝑛 ………… .. X2 X1 XB CB 

b1 0 ………… .. 0 1 a1𝑛 ………… .. a12 a11 S1 0 

b2 0 ………… .. 1 0 a2𝑛 ………… .. a22 a21 S2 0 

: : ………… .. : : : ………… .. : : : : 
b𝑖 0 ………… .. 0 0 a𝑖𝑛 ………… .. a𝑖2 a𝑖1 S𝑖 0 

: : ………… .. : : : ………… .. : : : : 
b𝑚 1 ………… .. 0 0 a𝑚𝑛 ………… .. a𝑚2 a𝑚1 S𝑚 0 

Z = 0 
0 ………… .. 0 0 0 ………… .. 0 0 Z𝑗 

0 ………… .. 0 0 C𝑛 ………… .. C2 C1 ∆𝐙 = 𝐂𝒋 − 𝐙𝒋 

 حيث: 

Z𝑗 = C
𝑡BX𝑗S𝑗 

Z = CB𝑡B  

من أعمدة  (1)الجدول هي نفسها المقابلة للقيمة من نلاحظ أن متغيرات الأساس الموضوعة في العمود الثاني 

إصطناعية أو  الجدول الحل الأساسي الأول إما متغيرات فجوة او متغيرات المصفوفة الأحادية، وتكون في  

 معا، وفي المراحل اللاحقة تزيحها الخوارزمية، وتحل محلها متغيرات أخرى.  اهم

الثوابت(،    وفي هذا الجدول تكون قيم المتغيرات داخل الأساس هي القيم المقابلة لها في العمود الأخير)عمود 

 أي: 

(𝑆1 = 𝑏1; 𝑆2 = 𝑏2; …………… . 𝑆𝑚 = 𝑏𝑚) 

معدومة،   فهي  الإقتصادية  الدالة  قيمة  تغيروأما  عن  فتعبر  الأخير  السطر  عناصر  بقية  دالة   أما  معاملات 

 الهدف طيلة مراحل الحل. 

III.  السمبلكس طريقة عمل آلية توضيحيمثال: 

 أوجد الصيغة النموذجية وجدول الحل الأساسي الأول للبرنامج الخطي التالي: 

𝑀𝑎𝑥(𝑍) = 7X1 + 5X2 

2X1 + X2 ≤ 100  

4X1 + 3X2 ≤ 240 

𝑋1; X2; ≥ 0 

 الصيغة النموذجية:  .1

 تصبح القيود أعلاه كما يأتي: 

2X1 القيد الأول:  + X2 + 𝑆1 = 100 

4X1 القيد الثاني:  + 3X2 + 𝑆2 = 240 
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للقيد الأول و  100ساعات المستخدمة كانت أقل من  الوهذا يعني ان عدد   بالنسبة  ساعة    240اقل من  ساعة 

 بالنسبة للقيد الثاني. 

 وعليه ، (0)وبمعامل  يتم إضافتها إلى دالة الهدف الأصلية    حيث لا تحقق أي ربح،    الوهميةمتغيرات  الإن  

 :الهدف دالة معادلة تصبح

𝑀𝑎𝑥(𝑍) = 7X1 + 5X2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 

 جدول الحل الأساسي الأول للبرنامج:  .2

 المتغيرات الغير الأساسية 

B 
0 0 C2 C1 Cj T1 

S2 S1 X2 X1 XB CB 

100 0 1 1 2 S1 0 

240 1 0 3 4 S2 0 

Z = 0 
0 0 0 0 Z𝑗 

0 0 5 7 ∆𝐙 = 𝐂𝒋 − 𝐙𝒋 

 مصطلح " الحل الممكن الأساسي " ويوصف بالصيغة الآتية:  الابتدائييطلق على الحل 

 . الأعمدة بصيغة الأساسي الممكن الحل هو هذا

 

التي   في  يطلق عليها  المتغيرات  الأساسية  الخطية هي المتغيرات  ;𝑆1)البرمجة  𝑆2)     التي لا المتغيرات  أما 

;X1)يضمها مزيج الحل أو غير الأساسية  X2)  .في مثالنا يطلق عليها المتغيرات غير الأساسية 

IV. السمبلكس بطريقة الحل إجراءات: 

 اجراءات الحل بالطريقة المبسطة في حالة )تعظيم الربح(

يمكن  و   متسلسلة،و  وفقا إلى ثلاث مراحل أساسية  السمبلكسيتم إيجاد الحل لنماذج البرمجة الخطية بطريقة  

 وصفها على النحو الآتي: 

 المرحلة الأولى وذلك بإيجاد الحل الأساسي الممكن )الحل الأولي(.  •

 المرحلة الثانية وذلك بتحسين الحل الأولي للحصول على الحل الأفضل. •

 المرحلة الثالثة وذلك بتحسين الحل الأفضل للحصول على الحل الأمثل. •

 خطوات الحل بالطريقة المبسطة في حالة تعظيم الربح والقيود فقط من نوع أصغر من أو يساوي .1

 تحويل نموذج البرمجة الخطية من الصيغة العامة  أو القانونية الى الصيغة القياسية وذلك: •

( Zمن ثم تحويل دالة الهدف )و  (Zالى دالة الهدف )  (slack variable))مهمل( بإضافة متغير راكد   •

 الى معادلة صفرية عن طريق تحويل القيم الى الجانب الايسر وجعلها تساوي صفر. 

إلى الطرف   • يساوي(  او  تكون من نوع اصغر من  أن  بد  المشكلة )لا  قيود  الى  بإضافة متغير راكد 

 الاقل من المعادلة وهو الطرف الايسر. 

jX ,تحديد عدم السلبية أي أن كافة قيم المتغيرات في المشكلة تكون موجبة أو مساوية للصفر أي أن   •

si≥0) حيث )j  و عدد المتغيراتi  .عدد القيود 

في   iS,  jXبالاعتماد على جميع معاملات المتغيرات   الابتدائيتنظيم جدول الحل الأساسي الممكن أو   •

 دالة الهدف.  و  قيود النموذج

 ( .Zتحديد المتغير الداخل وعلى أساس أكبر قيمة بإشارة سالبة في صف دالة الهدف ) •

 العمود الذي يوجد فيه المتغير الداخل يسمى بالعمود المحوري.  •
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الموجودة في الجهة اليمنى في عمود على ما يقابلها من تحديد المتغير الخارج عن طريق قسمة القيم   •

قيم المعاملات في العمود المحوري، والمتغير الذي يقابل أقل قيمة موجبة )وتهمل القيم غير المعرفة 

 والسالبة( من خوارج القسمة يعد هو المتغير الخارج، ليحل المتغير الداخل محله في الجدول لاحقا. 

الصف الذي يوجد فيه المتغير الخارج يسمى بالصف المحوري. أما العنصر الذي يقع تحت المتغير   •

الداخل، وأمام المتغير الخارج فيسمى بالعنصر المحوري أو نقطة الارتكاز وهو العنصر الناتج من  

 .  نقاطع عمود المتغير الداخل مع صف المتغير الخارج

الخارج   الحصوليمكن   • المتغير  القيم في صف  الممهدة من خلال قسمة  أو  المحورية  المعادلة  على 

لغرض تحسين الحل الممكن أي بناء   على العنصر المحوري وهي تمثل قيم المتغير الداخل الجديدة

 جدول آخر

منه  • يخرج  نفسه حيث  الموقع  في  للحل  الجديد  الجدول  في  الممهدة  أو  المحورية  المعادلة  يتم وضع 

 المتغير الخارج ليحل محله المتغير الداخل.

 ( وكالآتي : New zيتم إيجاد معاملات دالة الهدف الجديدة ) •

 

العنصر الداخل( في المعادلة    تحت )المحور  بمعنى ضرب العنصر المقابل لدالة الهدف في عمود  

 المحورية وطرح النتيجة مع قيم دالة الهدف في الجدول القديم لتوضع في الجدول الجديد.

a)  يتم إيجاد معاملات القيود الجديدة للمتغيرات Si :وكالآتي 

 

الداخل للقيد بعكس إشارته وضربه بالمعادلة الممهدة ومن ثم جمعه مع القيم  بمعنى أخذ المعامل تحت المتغير  

 الأخرى. العائدة له في الجدول وتوضح في الجدول الجديد. وهكذا مع بقية القيود 

أو  ▪ أكبر  الحل  الجديدة في جدول  الهدف  دالة  تكون جميع معاملات  للحل الامثل عندما  الوصول  يتم 

تساوي صفر.أما اذا كانت قيمة واحدة على الأقل في دالة الهدف سالبة فهذا يعني عدم التوصل الى  

 الحل الأمثل.

الخارج والمعادلة المحورية حتى  و  يعاد إجراء الخطوات السابقة نفسها بدءا من تحديد العنصر الداخل ▪

 تصبح جميع معاملات دالة الهدف أكبر أو تساوي صفر.  

 الحل جدولشكل  .2

Non- Basic var  

 

BasicVar. 

Z  الثوابت  متغيرات غير أساسية 

R.H.S 

 

X1 X2 S1 S2 S3 

Z 
        

S1 
        

S2 
        

S3 
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 :السمبلكس بطريقة  لحلل توضيحي مثال .3

 ليكن لدينا البرنامج الخطي التالي :  
𝑀𝑎𝑥(𝑍) = 30X1 + 18X2 

 

𝑆/𝐶 
X1 + 2X2 ≤ 200 

3X1 + 2X2 ≤ 240 

X1 ≤ 150 

𝑋1; X2; ≥ 0 

 الحل:

 نموذج البرمجة الخطية من الصيغة العامة أو القانونية الى الصيغة القياسية وذلك: تحويل (أ

( الى Z( ومن ثم تحويل دالة الهدف )Zصفرية الى دالة الهدف )  بمعاملات بإضافة متغير راكد   •

 معادلة صفرية عن طريق تحويل القيم الى الجانب الايسر وجعلها تساوي صفر. 

الى قيود المشكلة )لا بد أن تكون من نوع اصغر من او يساوي( إلى الطرف    راكد بإضافة متغير   •

 الاقل من المعادلة وهو الطرف الايسر. 

𝑀𝑎𝑥(𝑍) = 30X1 + 18X2 + 0𝑆1 + 0𝑆2 + 0𝑆3 

X1 + 2X2 + 𝑆1 ≤ 200 

𝑆/𝐶 
3X1 + 2X2 + 𝑆2 ≤ 240 

X1 + 𝑆3 ≤ 150 

𝑋1; X2; 𝑆1; 𝑆2; 𝑆3 ≥ 0 

عن طريق نقل كافة المتغيرات من الطرف الايمن الى الطرف   صفريةنحول دالة الهدف الى دالة   •

 الايسر من المعادلة كما يلي: 

𝑀𝑎𝑥: (𝑍) − 30X1 − 18X2 − 0𝑆1 − 0𝑆2 − 0𝑆3 

معادلة  • في  اساسية  والغير  الاساسية  المتغيرات  سيضم  والذي  الابتدائي  الحل  جدول  بإعداد  نقوم 

 دالة الهدف. 

 الحل الابتدائي جدولاعداد  (ب

  Non- Basic var.  

 

BasicVar. 

Z الثوابت  متغيرات غير أساسية 

R.H.S 

 

X1 X2 S1 S2 S3 

Z 1 30- 18- 0 0 0 0 
 

S1 0 1 2 1 0 0 200 
 

S2 0 3 2 0 1 0 300 
 

S3 0 1 0 0 0 1 150 
 

بإشارة سالبة في صف   ▪ قيمة  اكبر  يمثل  الذي  المتغير  وهو  الداخل  المتغير  الجدول   Zاختيار  ومن 

( ويطلق على العمود الذي يضم المتغير الداخل 30-هو المتغير الداخل لان قيمته)    X1اعلاه يكون  

 )عمود المحور(. 

الثوابت   ▪ قيم  قسمة  حاصل  من  موجبة  قيمة  اقل  يمثل  الذي  المتغير  وهو  الخارج  المتغير  اختيار 

R.H.S    على قيم عمود المحور، وتهمل اية قيمة سالبة او صفرية او غير محددة )∞(. ويطلق على

قيم   قسمة  حاصل  أما  المحوري(.  )الصف  الخارج  المتغير  يضم  الذي  قيم    R.H.Sالصف  على 

 العمود المحوري فهي كالآتي : 
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200/1=200 

300/3=100 

150/1=150 

 ( 100هو المتغير الخارج لأنه يمثل اقل قيمة موجبة )  S2اذن المتغير 

 

 

  Non- Basic var.  

 

BasicVar. 

Z  الثوابت  متغيرات غير أساسية 

R.H.S 

 

X1 X2 S1 S2 S3 

Z 1 30- 18- 0 0 0 0 
 

S1 0 1 2 1 0 0 200 200 

S2 0 3 2 0 1 0 300 100 

S3 0 1 0 0 0 1 150 150 

 

 ايجاد القيم الجديدة لمعاملات المتغيرات  (ت

 وذلك عن طريق قسمة كل قيمة في صف المحور على العنصر المحوري.  1Xايجاد قيم المتغير الداخل 

 (. 3العنصر المحوري هو نقطة تقاطع عمود المحور مع صف المحور، وهو)

 هي :  1Xاذن قيم المتغير الداخل 

(X1 =
0

3
;
3

3
;
2

3
;
0

3
;
1

3
;
0

3
;
300

3
) => (X1 = 0; 1;

2

3
; 0;

1

3
; 0; 100) 

 تكتب القيم الجديدة اعلاه في جدول الحل الجديد

 المتغيرات في الجدول بقيةايجاد قيم  (ث

في قيم المتغير الداخل   (30−)في عمود المحوري وهي     Zنضرب القيم المقابلة ل ـ  الجديدة،  Zلإيجاد قيم  

 الجديدة كما يلي:  

(−30) (0 , 1 ,
2

3
, 0 ,

1

3
, 0 , 100) = (0,−30 ,−20 , 0 , −10 , 0 , −3000) 

 في جدول الحل الابتدائي كما يلي:   القديمة  Zثم نطرح القيم الناتجة اعلاه من قيم معاملات 

0) 0 , 0 , 0 , −18 , −30 , (1,  

−3000) 0 , −10 , 0 , −20 , −30 , (0, - 

3000) 0 , 10 , 0 , 2 , 0 , (1, = 

 الحل الثاني. ثم ننقل القيم الى جدول 

 ايجاد قيم معاملات المتغيرات الجديدة (ج 

في في عمود المحوري     (𝑆1)نقوم بنفس الخطوات اعلاه نضرب القيم المقابلة لـ  الجديدة،  (𝑆1)لإيجاد قيم  

 قيم المتغير الداخل الجديدة كما يلي:  

 العمود المحوري   اقل قيمة موجبة 

 الصف المحوري  

 المتغير الداخل   العنصر المحوري 

 المتغير الخارج  
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(1) (0 , 1 ,
2

3
, 0 ,

1

3
, 0 , 100) = (0, 1 , 2/3 , 0 , 1/3 , 0 , 100) 

 القديمة:  (𝑆1)ثم نطرح الناتج من قيم المتغير

200) 0 , 0 , 1 , 2 , 1 , (0,  

100) 0 , 1/3 , 0 , 2/3 , 1 , (0, - 

100) 0 , −1/3 , 1 , 4/3 , 0 , (0, = 

 ثم ننقل القيم الى جدول الحل الثاني. 

 ايجاد قيم المتغيرات الجديدة (ح 

 (𝑆3)بنفس الطريقة نبحث عن قيم المتغير 

(𝟏) (𝟎 , 𝟏 ,
𝟐

𝟑
, 𝟎 ,

𝟏

𝟑
, 𝟎 , 𝟏𝟎𝟎) = (𝟎, 𝟏 , 𝟐/𝟑 , 𝟎 , 𝟏/𝟑 , 𝟎 , 𝟏𝟎𝟎) 

 القديمة:  (𝑆3)ثم نطرح الناتج من قيم المتغير

𝟏𝟓𝟎) 𝟏 , 𝟎 , 𝟎 , 𝟎 , 𝟏 , (𝟎,  

𝟏𝟎𝟎) 𝟎 , 𝟏/𝟑 , 𝟎 , 𝟐/𝟑 , 𝟏 , (𝟎, - 

𝟓𝟎) 𝟏 , −𝟏/𝟑 , 𝟎 , −𝟐/𝟑 , 𝟎 , (𝟎, = 

 ثم ننقل القيم الى جدول الحل الثاني. 

 جدول الحل الثاني (خ 

  Non- Basic var.  

BasicVar. 

Z  الثوابت  متغيرات غير أساسية 

R.H.S X1 X2 S1 S2 S3 

Z 1 0 2 0 10 0 3000 

S1 0 0 4/3 1 -1/3 0 100 

X2 0 1 2/3 0 1/3 0 100 

S3 0 0 -2/3 0 -1/3 1 50 

بعد استكمال الجدول يتم التأكد من اذا ما كان الجدول يمثل جدول الحل الامثل وذلك من خلال ملاحظة القيم  

موجبة    Zللحل الامثل عندما تكون جميع القيم في صف    تعظيم، نصلولان دالة الهدف من نوع    ،Zفي صف  

 او صفرية.

 موجبة او صفرية.  Zلذا الجدول الثاني يمثل جدول الحل الامثل لان جميع القيم في صف 

( لنتمكن من تحقيق ربح مقداره  1001X=وحدة من النوع الاول ) 100هذا يعني ان الحل الامثل هو في انتاج 

3000  (Z=3000 .) 
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 المحور الخامس 

 في البرمجة الخطية (Big-M) طريقة

 

تستخدم هذه الطريقة في حالة التقليل عندما تكون القيود ”أكبر من أو تساوي“ وفي حالة التعظيم ذات القيود 

 المختلطة. 

 تنطوي فكرة هذه الطريقة عند تحويل النموذج الى الصيغة القياسية على: 

التي تحمل  ( الى القيود  Artificial Variable( وإضافة متغير اصطناعي )Siطرح متغير راكد ) ▪

القيود و  اشارة ”أكبر من أو تساوي“ للقيود التي تحمل اشارة )=(، وأما  اضافة متغير اصطناعي 

 ( .Siالتي تحمل اشارة ”أصغر من أو تساوي“ فيضاف لها فقط متغيرات راكدة )

و) ▪ بمعاملات صفرية،  الهدف  دالة  معادلة  الى  الراكدة  المتغيرات  اضافة  للمتغيرات M+وكذلك   )

 ( في حالة التعظيم .M-الاصطناعية في حالة التقليل و)

 

I.  حل مشكلة البرمجة الخطية التالية بطريقةM-Big   

 مثال: 

Min(𝑍) = 2X1 + X2 

X1 + 3X2 ≥ 30 

𝑆/𝐶 4X1 + 2X2 ≥ 40 

𝑋1; X2; ≥ 0 

 نحول القيود من الصيغة العامة  الى الصيغة القياسية. (:1)الخطوة 

( وإضافة متغير  Siفان عملية التحويل تتطلب طرح متغير راكد ) =، لذا من او  أكبرلان جميع القيود من نوع 

 وكما يأتي:  (، Aiاصطناعي ويرمز له ) 

X1 + 3X2 − S1 + A1 = 30 

4X1 + 2X2 − S2 + A2 = 40 

X1, X2, S1, S2, , A1, A2 ≥ 0 

 معالجة قيد دالة الهدف  - (2)الخطوة 

دالة   معادلة  الى  الراكدة  المتغيرات  اضافة  بمعاملات تتم  و)  الهدف،  للمتغيرات  M+صفرية   )

 ي: ل( في حالة التعظيم. كما يM-الاصطناعية في حالة التقليل و)

Min. Z = 2X1 + X2 − 0S1 − 0S2 +MA1 +MA2 

 ي : لكما ي صفرية،( يتم تحويل معادلة دالة الهدف الى معادلة 3الخطوة )

Z − 2X1 − X2 + 0S1 + 0S2 −MA1 −MA2 = 0 

 ( اضافة القيود التي تحتوي متغيرات اضافية الى معادلة دالة الهدف  4الخطوة )

لغرض اعداد جدول الحل الابتدائي يجب اظهار جميع المتغيرات الاضافية التي تمت اضافتها الى معادلة دالة  

الهدف كمتغيرات اساسية، ولان معاملاتها ليست صفر ينبغي تحويل معاملاتها الى )صفر( عن طريق اضافة  
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ضربها   بعد  الهدف  دالة  معادلة  الى  اضافية  متغيرات  تحتوي  التي  و  M+×القيود  التقليل   M -لمشكلات 

 لمشكلات التعظيم. 

+M× { X1 + 3X2 − S1 + A1 = 30} → MX1 + 3MX2 −MS1 +MA1 = 30M 
+M× { X1 + 3X2 − S2 + A2 = 30} → MX1 + 3MX2 −MS2 +MA2 = 40M 

 اضافة القيود اعلاه الى معادلة دالة الهدف 

Z − 2X1 − X2 + 0S1 + 0S2 −MA1 −MA2 = 0 

MX1 + 3MX2 −MS1 +MA1 = 30M 

4MX1 + 2MX2 −  MS2 +  MA2 = 40M 

Z + (−2 + 5M)X1 + (−1 + 5M)X2–MS1 −MS2 + 0A1 + 0A2 = 70M 

 في العرض التالي:  الابتدائي، كما( يتم اعداد جدول الحل 5)الخطوة 

BV Z 1X 2X 1S 2S 𝐀𝟏 𝐀𝟐 RHS % 

Z 1 -2+5M -1+5M -M -M 0 0 70M  

𝐀𝟏 0 1/3 3 -1 0 1 0 10 10 

𝐀𝟐 0 10/3 2 0 -1 0 1 20 20 

ومن الجدول اعلاه يكون    Zقيمة بإشارة موجبة في صف    أكبراختيار المتغير الداخل وهو المتغير الذي يمثل  

2X   ( 5+1هو المتغير الداخل لان قيمتهM- ( ويطلق على العمود الذي يضم المتغير الداخل )عمود)المحور. 

المحور على العنصر وذلك عن طريق قسمة كل قيمة في صف    2Xايجاد قيم المتغير الداخل   -

 المحوري. 

 (. 3)وهو  العنصر المحوري هو نقطة تقاطع عمود المحور مع صف المحور، -

 هي:   X2اذن قيم المتغير الداخل  -

X2 = (
0

3
,
1

3
,
3

3
, −
1

3
,
0

3
,
1

3
,
0

3
,
30

3
) =  ( 0 ,

1

3
, 1 , −

1

3
, 0 ,

1

3
, 0, 10) 

قيم    ×(  5M+1-في عمود المحور وهي )  Zحاصل ضرب القيمة المقابلة لـ    الجديدة، نطرح  Zلإيجاد قيمة  

 في جدول الحل الاولي وكما يأتي:  Z المتغير الداخل الجديدة )المعادلة المحورية( من قيم 

 ي: ليكتب القيم الجديدة اعلاه في جدول الحل الجديد كما ت

Z = (1,−2 + 5M,−1 + 5M,−M,−M, 0, 0, 70M ) 
−(−1 + 5M)x(0,1/3,1,−1/3,0,1/3,0,10) 
= (1,−5/3 + 10/3M, 0,−1/3 + 2/3M,−M, 1/3 − 5/3M, 0, 10 + 20M) 

 
(A2) = (0, 4, 2, 0, −1, 0,1, 40) 
−2X (0,1/3, 1, −1/3, 0, 1/3 ,0, 10)  
= (0, 10/3, 0, 2/3,−1,−2

/3, 1, 20 ) 

 نقوم بوضع النتائج في جدول الحل ثاني، كالآتي: 
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 الحل الثانيجدول 

BV Z 1X 2X 1S 2S 𝐀𝟏 𝐀𝟐 RHS % 

Z 1 -5/3+10/3M 0 -1/3+2/3M -M 1/3-5/3M 0 10+20M  

2X 0 1/3 1 -1/3 0 1/3 0 10 30 

𝐀𝟐 0 10/3 0 2/3 -1 -2/3 1 20 6 

 Zفي صف دالة الهدف  -10/3M+5/3قيمة ممكنة  أكبرلكونه يقابل  1Xالمتغير الداخل هو

 لكونه يقابل اقل قيمة موجبة في الصف المحوري   A2المتغير الخارج هو  

 10/3هو   إذاالعنصر المحوري 

 ومنه تكون المعادلة المحورية كالتالي: 

X1 = (0, 1,0, −
1

5
, −

3

10
,−
1

5
,
3

10
, 6) 

 الجديدتين كالتالي:  2Xو  Zنقوم بإيجاد قيمة 

Z = (1,−
5

3
+
10

3M
, 0,−

1

3
+
2

3M
,
1

3
−
5

3M
, 0,10 + 20M) 

−(−
5

3
+
10

3M
) (0,1,0,

1

5
,−

3

10
,−
1

5
,
3

10
, 6) 

= (1,0,0,0, −
1

2
, −M,

1

2
M, 20) 

Z = (0,
1

3
, 1, −

1

3
, 0,
1

3
, 0,10) 

−(
1

3
) (0,1,0,

1

5
,−

3

10
, −
1

5
,
3

10
, 6) 

= (0,0,1,−
2

5
,
1

10
,
2

5
, −

1

10
, 8) 

 : جدول الحل النهائي 

BV Z 1X 2X 1S 2S 𝐀𝟏 𝐀𝟐 RHS 

Z 1 0 0 0 -1/2 -M 1/2-M 20 

2X 0 0 1 -2/5 1/10 2/5 -1/10 8 

1X 0 1 0 1/5 -3/10 -1/5 3/10 6 

 : للمشكلة، يكون فان الحل الامثل  الصفر، عليه( اقل او تساوي (zوبما ان جميع معاملات دالة الهدف 

X1= 6, X2=8, Zmax.=20 

II. الخاصة في طريقة السمبلكس  الحالات 
 تعددية الحلول المثلى  .1

تكوين   بالإمكان  يكون  تحديدها    أكثروتحدث عندما  ويمكن  الامثل،  الحل  قيمة  نفس  ويعطي  اساسي  من حل 

 = صفر. Zالمتغيرات الغير أساسية في جدول الحل الامثل في صف  أحد عندما تكون قيمة 
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 مثال: 

Max(𝑍) = 8X1 + 4X2 

4X1 + 2X2 ≤ 8 

𝑆/𝐶 2X1 + 2X2 ≤ 6 

𝑋1; X2; ≥ 0 

 الحل:

 تحويل القيود  (أ

4X1 + 2X2 + S1 = 8 

𝑆/𝐶 2X1 + 2X2 + S2 = 6 

X1, X2, S1, S2 ≥ 0 

 المتغيرات الى معادلة دالة الهدف   اضافة (ب 

Max(Z) = 8X1 + 4X2 + 0S1 + 0S2 

 معادلة دالة الهدف الى معادلة صفرية  تحويل (ت 

Z − 8X1 − 6X2 − 0S1 − 0S2 = 0 

 اعداد جدول الحل الابتدائي  (ث 

BV Z 1X 2X 1S 2S RHS 

Z 1 -8 -6 0 0 0 

S1 0 4 2 1 0 8 

S2 0 2 2 0 1 6 

 الحلول ايجاد  (ج

 المتغيرين الداخل والخارج تحديد  •

 قيمة بإشارة سالبة أكبر( لأنه يمثل 1Xالمتغير الداخل هو)  •

 . Z( لأنه يمثل اقل قيمة موجبة في صف 1Sالمتغير الخارج هو ) •

 ايجاد قيمة المتغير الداخل  •

X1= )0/4,4/4,2/4,1/4,0/4,8/4(=  )0,1,½,¼,0,2 ( 

 جدول الحل الثاني  اعداد  (ح

BV Z 1X 2X 1S 2S RHS 

Z 1 0 0 2 0 16 

1X 0 1 1/2 1/4 0 2 

S2 0 0 1 -1/2 1 2 

 الحل الامثل (خ

 موجبة او صفرية.   Zالجدول السابق يمثل جدول الحل الامثل، لان جميع القيم في صف •
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 Z=16     2=2  ,   X1X  ,  0=الحل الامثل  •

المثلى.  • الحلول  تعددية  وهي  السمبلكس  حالات  من  خاصة  حالة  الى  يشير  الجدول  هذا  لكن 

ادخال   اخر عن طريق  امثل  تكوين حل  يمكن  ( من جدول    2Xحيث  )داخل  اساس  كمتغير 

في جدول الحل النهائي ونحصل على حل اخر   Zالحل الاساسي لان معامله صفر في صف  

 هو :  

X1=1   ,  X2=2     ,   Z=16 

 حالة الانحلال )دوران الحل(  .2

بطريقة  عليها  ويستدل  =صفر  الاساسي  الحل  متغيرات  من  اكثر  او  واحد  قيمة  تكون  عندما  تحدث 

 ( على قيم عمود المحور لأكثر من متغير ..R.H.Sيتساوى ناتج قسمة )  السمبلكس عندما

 

 مثال: 

Max(Z) = 5X1 + 9X2 

X1 + 2X2 ≤ 4 

S/C X1 + X2 ≤ 2 

X1; X2; ≥ 0 

 الحل:

 : تحويل القيود من الصيغة العامة الى الصيغة القياسية (أ

X1 + 2X2 + 𝐒𝟏 = 4 

𝑆/𝐶 X1 + X2 + 𝐒𝟐 = 2 

X1, X2, S1, S2 ≥ 0 

 اضافة المتغيرات الى معادلة دالة الهدف: (ب

Max(Z) = 5X1 + 9X2 + 0S1 + 0S2 

 تحويل دالة الهدف الى دالة صفرية:  (ت

Z − 5X1 − 9X2 − 0S1 − 0S2 = 0 

 الابتدائي: اعداد جدول الحل  (ث

BV Z 1X 2X 1S 2S RHS 

Z 1 -5 -9 0 0 0 

1S 0 1 2 1 0 4 

S2 0 1 1 0 1 2 

 من الاساس ونجد ان :  المتغير الداخل والمتغير الخارجلمباشرة عملية الحل نقوم بتحديد 

  كبر قيمة بإشارة سالبة أيمثل  متغيرات خارج الاساس الذي    أحد هو  للأساس  المتغير الداخل   -

   2Xالمتغير ووه  جدول الحل الابتدائيفي  Zفي السطر 

في اقل قيمة موجبة    متغيرات داخل الاساس الذي يقابل  أحد هو  من الاساس  المتغير الخارج   -

  جدول الحل الابتدائي هنا قيمتان متساويتان في  نجد  و  جدول الحل الابتدائيعمود النسب في  

حالة خاصة من حالات السمبلكس وهي  ومنه نكون في    .S1S,2لكل من المتغيرين الاساسيين  

 حالة الانحلال. 
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 :الحلول غير المحدودة .3

 الامثل. يتعذر الوصول للحل  محددة حيث سالبة او صفرية او غير  النسب كون قيم عمود تتحدث عندما 

 مثال : 

Max(𝑍) = 4X1 + 2X2 

3X1−3X2 ≤ 60 

𝑆/𝐶 2X1 − 2X2 ≤ 20 

𝑋1; X2; ≥ 0 

 الحل:

 : تحويل القيود  .أ

3X1−3X2 + S1 = 60 

𝑆/𝐶 2X1 − 2X2 + S2 = 20 

X1, X2, S1, S2 ≥ 0 

 :اضافة المتغيرات الى معادلة دالة الهدف .ب 

Z = 4X1 + 2X2 + 0𝐒𝟏 + 0𝐒𝟐 

 : تحويل المعادلة الى معادلة صفرية .ت 

Z − 4X1 − 2X2 − 0S1 − 0S2 = 0 

 : اعداد جدول الحل الابتدائي .ث

BV Z 1X 2X 1S 2S RHS % 

Z 1 4- -2 0 0 0  

1S 0 3 -3 1 0 60 20 

S2 0 2 -2 0 1 20 10 

 من الاساس ونجد ان :  المتغير الداخل والمتغير الخارجلمباشرة عملية الحل نقوم بتحديد 

بإشارة سالبةأيمثل  احد متغيرات خارج الاساس الذي  هو  للأساس  المتغير الداخل   • في   كبر قيمة 

    1Xالمتغير ووه   الابتدائيجدول الحل في  Zالسطر 

في عمود اقل قيمة موجبة    احد متغيرات داخل الاساس الذي يقابل   هومن الاساس  المتغير الخارج   •

 .  2Sالمتغير ووه جدول الحل الابتدائيفي النسب 

 1Xالمتغير الداخل صف يجاد قيم ا

X1= )0/2, 2/2, -2/2, 0/2, ½,20/2( =  )0,1, -1, 0, ½,10 (  

 : جدول الحل الثانياعداد  . ج 

BV Z 1X 2X 1S 2S RHS 

Z 1 0 -6 0 2 40 

1S 0 0 0 1 -3/2 30 

1X 0 1 -1 0 1/2 10 
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 : الأمثلالحل  . ح 

لم نصل للحل الامثل بعد لأنه لا تزال هناك قيم سالبة في صف  من خلال جدول الحل الثاني نلاحظ اننا  

Z  2. لذا نكمل الحل باختيار متغير داخل جديد وهوX   قيمة بإشارة سالبة.  أكبرلأنه يمثل 

قسمة   حاصل  من  موجبة  قيم  وجود  لعدم  تحديده  فصعب  الخارج  المتغير  عمود   .R.H.Sاما  قيم  على 

 اذن هذه حالة خاصة من حالات السمبلكس وهي )حلول غير محدودة(  المحور.

 حلول ممكنة  وجودعدم  .4

ضهور   حالة  ) في  الاصطناعية  الامثل،  Aiالمتغيرات  الحل  جدول  في  لا  ذلك  يعني  (  الحل  يمكن ان 

 تطبيقه. 

 مثال: 

Max(𝑍) = 10X1 + 15X2 

X1 + X2 ≤ 20 

𝑆/𝐶 X1 + X2 ≥ 30 

𝑋1; X2; ≥ 0 

 الحل:

 : تحويل القيود .أ

X1 + X2 + S1 = 20 

𝑆/𝐶 X1 + X2 − S2 + A1 = 30 

𝑋1; X2; S1, S2, A1 ≥ 0 

 اضافة المتغيرات الى معادلة دالة الهدف: .ب

Z = 10X1 + 15X2 + 0𝐒𝟏 − 0𝐒𝟐 +MA1 

 : تحويل الدالة الى دالة صفرية .ت

Z − 10X1 − 15X2 − 0S1 + 0S2 −MA1 = 0 

 : M اضافة القيود التي تحتوي متغير اصطناعي الى معادلة دالة الهدف بعد ترجيحها بالمقدار .ث 

Z − 10X1 − 15X2 − 0S1 + 0𝑆2 −MA1 = 0 

MX1 +MX2 −MS2 +MA1 = 30M 

Z − (M− 10)X1 + (M − 15)X2 − 0S1 −MS2 + 0A1
= 30M 

 : جدول الحل الابتدائياعداد  . ج 

BV Z 1X 2X 1S 2S 1A RHS % 

Z 1 10-M M-15 0 -M 0 M30  

1S 0 1 1 1 0 0 20 20 

1A 0 1 1 0 -1 1 30 30 

، المتغير الخارج  جدول الحل الابتدائيفي    Zاكبر قيمة موجبة في صف  يمثل  كونه    1Xالمتغير الداخل هو  

 . جدول الحل الابتدائيفي في عمود النسب  قيمة موجبة يمثل اقلكونه  1Sو ه

X1= )0,  1 , 1, 1, 0, 0, 20   (  
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 :الحل الثانيجدول  . ح 

Z = (1,M − 10,M − 15, 0,−M, 0, 30M)  
−(M − 10)x(0, 1, 1, 1, 0, 0, 20) 
= (𝟏, 𝟎,−𝟓, −𝐌+ 𝟏𝟎,−𝐌, 𝟎, 𝟏𝟎𝐌+ 𝟐𝟎𝟎) 

BV Z 1X 2X 1S 2S 1A RHS 

Z 1 0 -5 -M+10 -M 0 10M+200 

1X 0 1 1 1 0 0 20 

1A 0 1 1 0 -1 1 30 

( اقل او تساوي صفر فهذا يعني أننا توصلنا الى الحل الامثل، ولما كان المتغير  (Zوبما ان جميع معاملات  

 .  حل ممكن الوصول الىعدم ومنه  الحل متابعة ولذا لا يمكن   غير مقبولموجود وهذا  A1الاصطناعي 
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 المحور السادس

 الخطية لبرمجةالثنائي لالنموذج 

 

برمجة   مشكلة  بالمشكلة  لكل  المشكلتين  هاتين  إحدى  نسمي  بها،  مرتبطة  أخرى  مشكلة  هناك  خطية 

النموذج المقابل وتمتلك كلتا المشكلتين خواص مرتبطة مع الخواص الأخرى، فمثلاً    نسميهاوالأخرى   الأولية

 .يعطي معلومات كاملة عن الحل الأمثل للأخرى  المشكلتان هاتانالحل الأمثل لإحدى 

أي أن لكل نموذج من نماذج البرمجة الخطية هناك نموذج مقابل ومشتق منه، فإذا كان النموذج الأولى 

التي    البيانات تدنئة دالة الهدف وتصاغ عادة من نفس    سيكون يتعلق بتعظيم دالة الهدف فإن النموذج المقابل له  

 . يتضمنها النموذج الأول والعكس بالعكس

النموذج   استخدام  إلى  اللجوء  تحقيقإن  إلى  التوصل  سهولة  منها  متعددة  فوائد  يتضمن  الحل   المقابل 

في التطرق  سيتم  لذلك  الأولي،  النموذج  حل  يصعب  عندما  وسرعته  الخطية  البرمجة  لمشاكل  هذا  الأمثل 

كذلك صياغة   وبالعكس،  المقابل  النموذج  إلى  الأولي  النموذج  لتحويل  الرياضية  القواعد  بعض  إلى  الفصل 

بأسلوب  الحل  عن  كثيراً  تختلف  لا  الحل  طريقة  بأن  نلاحظ  والتي  المقابلة  للمشكلة  الحل  الطريقة   وايجاد 

 . البسيطة للنموذج الأولي

I. المقابل( الثنائيالنموذج  مميزات: 

 :من مميزات النموذج المقابل الآتي 

خطوات   بتقليص يساعد النموذج المقابل على التوصل إلى الحل بصورة أسرع في بعض الأحيان وذلك   .أ

من الخطوات اللازمة لحل   تعقيد الحل، أي أن طريقة حل المشكلة المقابلة تستلزم خطوات رياضية اقل  

 المشكلة الأولية أحيانا؛ً

للتخلص من الإشارة السالبة في الجانب الأيمن )أن وجدت( أي عندما تكون المصادر ذات كميات سالبة  .ب 

 حالة التحويل إلى النموذج الثنائي؛ وهو أهم ما يمكن الحصول عليه في 

الأولي   .ت  النموذج  كان  فإذا  البديلة(  )المشكلة  الأخرى  المشكلة  ابعاد  على  التعرف     وبصيغةلغرض 

(Max)  المشكلة ويكون  الربحية  بالصيغةأي  الثنائي  النموذج  على  التعرف  فبإمكاننا     بصيغة، 

(Min) الأولية  بالصيغةوتمثيله للجانب الكلفوي )في نفس المشكلة(، ولنفس المشكلة المعبر عنها أولا 

يعطي النموذج الثنائي )المقابل( كثير من الحقائق الإقتصادية التي تساعد على تفهم أبعاد المشكلة وبخاصة  .ث 

 فيما يتعلق بأسعار الظل؛ 

التغيرات في معاملات دالة الهدف وثوابت الطرف الأيمن ومعرفة المجال الذي    أثريعيد النموذج الثنائي   .ج

 تتحقق فيه نتائج الحل الأمثل؛

بالإمكان إضافة قيود جديدة للمشكلة وايجاد حل أمثل لها وفقاً للقيود المضافة، ومنها نستنتج أن لكل نموذج   .ح

 من نماذج البرمجة الخطية نموذجاً مقابلاً، كما لكل نموذج من نماذج البرمجة الخطية نموذجاً أوليا 

II.  إلى النموذج المقابل أو الثنائي:  الأوليخطوات تحويل النموذج 

 :لغرض تحويل النموذج الأولي إلى النموذج المقابل وبالعكس يمكن ذلك باتباع الخطوات الآتية  

تدنئة فإننا نعكسها ونجعلها   .أ النموذج الأولي بصيغة  الهدف في  دالة  فإذا كانت  الهدف،  دالة  نعكس صيغة 

 للنموذج المقابل بصيغة تعظيم والعكس بالعكس؛

في    (Y)في النموذج الأولي إلى متغيرات مشار لها بالرمز   (X)استبدال المتغيرات المشار إليها بالرمز .ب 

 في النموذج المقابل؛ W) ( في النموذج الأولي إلى  (Z)النموذج المقابل وتحويل رمز دالة الهدف من 

جعل القيم التي تقع في الجهة اليمنى من قيود النموذج الأولي )ثوابت القيود( معاملات للمتغيرات الجديدة   .ت 

 في دالة هدف النموذج المقابل؛

 جعل معاملات متغيرات دالة هدف النموذج الأولي، الطرف الأيمن للقيود الجديدة للنموذج المقابل؛  .ث 
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القيود النموذج الأولي بحيث تصبح الصفوف أعمدة والأعمدة  .ج تحويل مصفوفة المعاملات للمتغيرات في 

 إيجاد منقول مصفوفة معاملات المتغيرات( ؛صفوف )

 إضافة شرط عدم السلبية على المتغيرات الجديدة؛ .ح

 .أو العكس (≤) إلى  (≥) تغير إشارة القيود من .خ

 :ملاحظة

فإن عدد متغيرات النموذج (M)  وعدد القيود  (N)  إذا كان عدد متغيرات النموذج الأولي تساوي •

 ؛(N) القيود وعدد (M) المقابل تساوي

 :عند التحويل من النموذج الأولي إلى نموذج مقابل يجب مراعاة ما يلي  •

 ؛ (≥) فيجب أن تكون القيود كلها أقل من أو يساوي(Max)  إذا كانت دالة الهدف  •

 (؛ (≤فيجب أن تكون القيود كلها أكبر من أو يساوي(Min) إذا كانت دالة الهدف •

 .تحقيقها في الأمثلةإذا لم تتحقق هذه الشروط فيجب  •

 

III.  الثنائية)صياغة المشكلة المقابلة:( 

كيفية   توضيح  نحاول  سوف  المختلطة  والصيغة  القانونية  الصيغة  الخطية،  للبرامج  صيغتين    إيجاد هناك 

 .الصيغة المقابلة لكل منهما

 :ثنائية الصيغ القانونية .1

 إذا كان البرنامج الأولي بالشكل المصفوفي في صيغته القانونية التالية: 

𝑀𝑎𝑥(𝑍) = C𝑡𝑋 

AX ≤ B 𝑆/𝐶 

X ≥ 0  

 :يكتب كما يلي الثنائيفإن برنامجه 

𝑀𝑎𝑥(𝑍) = 𝐵𝑡𝑋 

AY ≥ B 𝑆/𝐶 

Y ≥ 0  

 :أوجد النموذج المقابل لمشكلة البرمجة الخطية الآتية ( :1مثال رقم )

 النموذج الثنائي  النموذج الأولي 

 

 

أن مصفوفة أمثال القيود في المشكلة الأولية هي منقول مصفوفة أمثال القيود النموذج المقابل، ويلاحظ    يلاحظ

القيود في النموذج المقابل أقل منها في المشكلة الأولية. بما أن الحل الأمثل لإحدى   في هذا المثال، أن عدد 

النموذج    المشكلتين حل  الأسهل  من  سيكون  فإنه  الأخرى،  للمشكلة  الأمثل  الحل  من  عليه  الحصول  يمكن 

كثرة   من  تأتي  التي  الخطية  البرمجة  مشكلة  في حل  الحسابية  الصعوبات  وذلك لأن  الحالة،  هذه  في  المقابل 

 .القيود أكثر من تلك التي تأتي من كثرة المتغيرات، وهذا يعطي إحدى فوائد دراسة المشاكل المقابلة
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 حول نموذج البرمجة الخطية لآتي إلى النموذج الثنائي :  ( :2مثال رقم )

 النموذج الثنائي  النموذج الأولي 

Max(𝑍) = 5X1 + 2X2 + X3 

2X1 + 3X2 + X3 ≥ 20 

𝑆/𝐶 

6X1 + 8X2 + 5X3 ≥ 30 

7X1 + X2 + 3X3 ≥ 40 

X1 + 2X2 + 4X3 ≥ 50 

𝑋1; X2; X3 ≥ 0  

Max(𝑍) = 20Y1 + 30Y2 + 40Y3 + 50Y4 

2Y1 + 6Y2 + 7Y3 + Y4 ≤ 5 

𝑆/𝐶 
3Y1 + 8Y2 + Y3 + 2Y4 ≤ 2 

Y1 + Y2 + 3Y3 + 4Y4 ≤ 6 

Y1; Y2; Y3; Y4 ≥ 0  

    :الصيغ المختلطة ثنائية .2

 :وتوجد معادلة بصيغة مساواة وكل منها معاملة خاصة كالآتي  (≥ ;≤ )وهي الصيغة تكون فيها المتراجحات 

في حالة وجود قيد بإشارة يساوي )=( في النموذج الأولي، يتم تحويل هذا القيد إلى قيدين بإشارتين مختلفتين  

في  أحدهما   الهدف  دالة  كانت  حال  وفي  يساوي،  أو  من  أكبر  بإشارة  والآخر  يساوي،  أو  من  أقل  بإشارة 

نقوم بتحويل القيد الذي إشارته أكبر من أو يساوي إلى القيد أقل من أو يساوي  (Max) النموذج الأولي تعظيم

 النموذج الأولي تخفيض (، وفي حال كانت دالة الهدف في  1-عن طريق ضرب القيد الأكبر أو يساوي في )

(Min)  طريق عن  يساوي  أو  من  أكبر  إشارته  قيد  إلى  يساوي  أو  من  أقل  إشارته  الذي  القيد  بتحويل  نقوم 

(، وعلى أية حال يجب أن تكون إشارات قيود النموذج الأولي متماثلة  1-ضرب القيد الأقل أو يساوي في )

 .قبل تحويله إلى النموذج المقابل

  : إلى النموذج المقابلحول النموذج الأولي الآتي ( : 3مثال رقم )

Max(𝑍) = X1 + X2 − X3 − X4 

3X1 − 2X2 + X3 + 5X4 ≤ 18 

𝑆/𝐶 
5X1 + 6X2 ≤ 20 

X1 − X2 + 4X3 + X4 ≥ 9 

𝑋1; X2; X3; X4 ≥ 0 

 :القيد  (. فيصبح1-نحول القيد الثالث إلى الشكل أقل من أو يساوي ويتم ذلك بضرب القيد الثالث بـ )  :الحل

X1 − X2 + 4X3 + X4 ≥ 9 => (−1)(X1 − X2 + 4X3 + X4) 
−X1 + X2 − 4X3 − X4 ≥ −9 

 :النهائي كالتالي  بشكلهويكون النموذج 

Max(𝑍) = X1 + X2 − X3 − X4 

3X1 − 2X2 + X3 + 5X4 ≤ 18 

𝑆/𝐶 
5X1 + 6X2 ≤ 20 

−X1 + X2 − 4X3 − X4 ≤ −9 

𝑋1; X2; X3; X4 ≥ 0 

 :كما يلي المقابلوسيكون النموذج 

Max(𝑊) = 18Y1 + 20Y2 − 9Y3 

3Y1 + 5Y2 + Y3 ≥ 1 

−2Y1 + Y3 ≥ 1 

Y1 + 6Y2 − 4Y3 ≥ −1 

5Y1 − Y3 ≥ −1 

Y1; Y2; Y3 ≥ 0 

 حول النموذج الأولي التالي إلى النموذج المقابل: ( :  4مثال رقم )

Max(𝑍) = 2X1 − X2 

X1 + 3X2 = 7 

𝑆/𝐶 X1 − X2 = 3 

𝑋1; X2 ≥ 0 
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 الحل:

أو  أكبر  أحدهما  بقيدين  قيد مساواة  تعبير عن كل  أولاً  يجب  المساواة،  تكون في حالة  القيود عندما  لمعالجة 

يساوي والأخر أقل أو يساوي، وبعد ذلك تعديل جميع القيود أن تكون من نوع واحد أي أقل من أو يساوي  

 ( 1-ليتلائم مع دالة الهدف تعظيم وذلك بضرب بـ)
 المرحلة الثانية  المرحلة الأولي

𝐌𝐚𝐱(𝒁) = 𝟐𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 

𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 ≤ 𝟕 

𝑺
/𝑪 

𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 ≥ 𝟕 

𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≤ 𝟑 

𝐗𝟏 − 𝟐𝐗𝟐 ≥ 𝟑 

𝑿𝟏; 𝐗𝟐 ≥ 𝟎  

𝐌𝐚𝐱(𝒁) = 𝟐𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 

𝐗𝟏 + 𝟑𝐗𝟐 ≤ 𝟕 

𝑺/𝑪 

−𝐗𝟏 − 𝟑𝐗𝟐 ≤ −𝟕 

𝐗𝟏 − 𝐗𝟐 ≤ 𝟑 

−𝐗𝟏 + 𝟐𝐗𝟐 ≤ −𝟑 

𝑿𝟏; 𝐗𝟐 ≥ 𝟎  

 :ومن البرنامج المقابل كما يلي

Max(𝑊) = 7Y1 − 7Y2 + 3Y3 − 3Y4 

Y1 − Y2 + Y3 − Y4 ≥ 2 

3Y1 − 3Y2 − Y3 + Y4 ≥ −1 

Y1; Y2; Y3; Y4 ≥ 0 

IV. العلاقة بين حل النموذجين الأولي والثنائي:  

وجه   والتي تظهر في السطر الأخير تساوي قيم المتغيرات الرئيسية على  وهميةاللمتغيرات  لالقيم المقابلة   -

 الترتيب للبرنامج الثنائي وبالقيمة المطلقة؛ 

قيم   في البرنامج الثنائي التي تظهر في السطر الأخير تساوي على وجه الترتيب   وهميةالمتغيرات  الوقيم   -

 المتغيرات الرئيسية في البرنامج الأولي؛ 

المقابلة - القيم  تساوي  الثوابت،  عمود  في  تظهر  والتي  الأولي  البرنامج  في  الحقيقية  المتغيرات   قيم 

وقيم  وهميةالمتغيرات  لل الأمثل،  الحل  جدول  من  الأخير  السطر  في  تظهر  والتي  الثنائي   للبرنامج 

ل المقابلة  القيم  تساوي  الثوابت،  عمود  في  تظهر  والتي  الثنائي  للبرنامج  الحقيقية   متغيرات لالمتغيرات 

 (؛للبرنامج الأولي والتي تظهر في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل )بالقيمة المطلقة وهميةال

 .المطلقة قيمة الدالة الإقتصادية في الحل الأمثل للبرنامجين تكون متساوية، وفي كلا الحالتين تأخذ قيمتها -

 : من البرنامج الخطي التالي  (:5مثال رقم )

أوجد البرنامج الثنائي للبرنامج الأولي ثم أوجد الحل الأمثل للبرنامج الأولي ثم البرنامج الثنائي، وقارن نتائج  

 الحل في البرنامجين، وماذا تستنتج؟ 

Max(𝑍) = 12X1 + 48X2 

X1 + 2X2 ≤ 10 

𝑆
/𝐶 

3X1 + 3X2 ≤ 24 

−4X1 ≤ −8 

𝑋1; X2 ≥ 0 

 :الحل

 :البرنامج المقابل يكتب كما يلي .1

Max(𝑊) = 10Y1 + 24Y2 − 8Y3 

Y1 + 3Y2 − 4Y3 ≥ 12 

2Y1 + 3Y2 ≥ 48 

Y1; Y2; Y3 ≥ 0 

أي   .2 النهائية،  الجداول  نبين  السمبلكس، سوف  وبطريقة  أعلاه  والثاني(  )الأول  النموذجين  حل  وعند 

 جداول الحل الأمثل للنموذجين وبيان العلاقة بين الحلين في قيم المتغيرات الأولية والبديلة الثنائية 
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 :جدول الحل الأمثل للبرنامج الأولي 

XB X1 X2 S1 S2 S3 B 

X2 0 1 1/2 0 1/8 4 

S2 0 1 -3/2 1 3/8 6 

X1 1 1 0 0 -1/4 2 

∆𝑍 = 𝐶𝑗 − 𝑍𝑗 0 0 24 0 3 𝑍 = 216 

 :الحل الأمثل للبرنامج الثنائيجدول 

YB Y1 Y2 Y3 S1 S2 B 

Y1 1 3/2 0 0 -1/2 24 

Y3 0 -3/8 1 1/4 -1/8 3 

∆𝑊 = 𝐶𝑗 − 𝑍𝑗 0 -6 0 -2 -4 𝑍 = 216 

 :المقارنة والاستنتاج: من جدول الحل الأمثل لبرنامج الحل الأولي وجدنا

X1=2   وهي قيمة تقابلS1 الثنائي؛  بالقيمة المطلقة في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل للبرنامج 

X2=4   وهي قيمة تقابلS2الثنائي؛  بالقيمة المطلقة في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل للبرنامج 

S2=6    وهي قيمة تقابلY2الثنائي؛ بقية   بالقيمة المطلقة في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل للبرنامج

 المتغيرات معدومة 

 :واذا ما نظرنا على مستوى السطر الأخير للبرنامج الأولي، فإننا نجد أن

S1  وهي قيمة  24تقابلها القيمة ،Y1 في البرنامج الثنائي؛ 

S3  وهي قيمة 3تقابلها القيمة ،Y3 في البرنامج الثنائي؛ بقية المتغيرات معدومة. 

W . كما أن قيمة الدالة الإقتصادية متساوية في جدول الحل الأمثل للبرنامجين أي  = Z − 216 

 :النتيجة

هي أن جدول الحل الأمثل للبرنامج الثنائي يتضمن أيضا الحل الأمثل للبرنامج الثنائي، وجدول الحل الأمثل 

 .للبرنامج الثنائي يتضمن أيضا الحل الأمثل للبرنامج الأولي

V.  العلمي للنموذج الثنائيالتفسير الاقتصادي: 

سنورد في هذه الفقرة ما ينطوي عليه النموذج المقابل، أي معنى ما تذهب إليه تغيير القيود وجعل المصادر 

النموذج   في  بديل  متغير  قيد  لكل  تخصيص  وتفسير  الهدف  دالة  لمتغيرات  معاملات  هم  الأيمن  الجانب  في 

 :الثنائي عن طريق سرد المثال الآتي 

 (: 6مثال رقم )

المنتجات   من  نوعين  الشركات  إحدى  هي   X2و    X1تنتج  إنتاجية  عناصر  ثلاثة  الأولية    :باستخدام  المواد 

الموارد هو   المتاح من هذه  فإذا كان  الجدول   8،    10،    12والطاقة والعمل،  الترتيب، ويوضح  وحدة على 

 .الموارد وربح كل منهامن هذه X2و  X1الآتي ما تحتاجه الوحدة الواحدة من كل من 

 : المطلوب

 شكل المسألة في نموذج خطي؛ .1

 أكتب الشكل الثنائي للبرنامج الخطي؛ .2

 فسر اقتصاديا النموذج الثنائي .3
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 :الحل

 :كما يلييكون نموذج البرمجة الخطية الخاص بالمثال والجدول السابق 

Max(𝑍) = 2X1 + 3X2 

X1 + 2X2 ≤              قيد  المواد  الاولية                           8

𝑆
/𝐶 

3X1 + X2 ≤    قيد  الطاقة                           10

4X1 + 3X2 ≤  قيد  العمل                           12
𝑋1; X2 ≥ 0 

 : هذا النموذج  )الأولي( يعطينا

   S3و  S1  ،S2المثلى التي تجعل الربح أكبر ما يمكن والوحدات غير المستغلة من المواد  Zقيمة  X2و  ،X1قيم 

 لكن هذا النموذج لا يحدد لنا الأتي: 

 X2و ، X1كلفة الوحدة الواحدة من  •

 الكلفة الكلية للإنتاج  •

 .لذلك سوف نلجأ إلى استخراج النموذج المقابل 

 :نفرض 

1y   سعر الوحدة الواحدة من المواد الأولية؛ 

:y2  سعر الوحدة الواحدة من الطاقة؛ 

:y3 سعر الوحدة الواحدة من العمل؛ 

 :ويكون النموذج الثنائي كما يلي

Max(𝑊) = 8Y1 + 10Y2 + 12Y3 

Y1 + 3Y2 − 4Y3 ≥ 2 

2Y1 + Y2 + 3Y3 ≥ 3 

Y1; Y2; Y3 ≥ 0 

 حيث: 

:8y1    كلفة المواد الأولية )أي حاصل ضرب سعر الوحدة الواحدة من المواد الأولية في كمية المواد الأولية

 المتوفرة(؛ 

:10y2 كلفة الطاقة )أي حاصل ضرب سعر الوحدة الواحدة من الطاقة في كمية المتوفرة من الطاقة( ؛ 

:12y3 كلفة العمل )أي حاصل ضرب سعر الوحدة الواحدة من العمل في كمية العمالة المتوفرة(؛ 

)دالة  الإنتاجية  للعملية  كلفة  اقل  تحقيق  إلى  نسعى  ولهذا  الكلية  الكلفة  يمثل  الثلاثة  الحدود  لهذه  والمجموع 

 . الهدف للنموذج المقابل من نوع تدنئة(

 :أما التفسير الإقتصادي لقيود النموذج الثنائي المقابل
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 :القيد الأول

1:y  1تمثل كلفة المواد الأولية اللازمة لتصنيع الوحدة الواحدة من المنتوجx ؛ 

:3y2   تمثل كلفة الطاقة اللازمة لتصنيع الوحدة الواحدة من المنتوجx1 ؛ 

:4y3   تمثل كلفة العمل اللازمة لتصنيع الوحدة الواحدة من المنتوجx1 ؛ 

القيد الأول هو   1x  المنتوج،والمجموع لهذه الحدود الثلاثة يمثل الكلفة الكلية اللازمة لتصنيع وحدة واحدة من  

يجب أن تساوي أو بالحد الأدنى  x1وأن الكلفة الكلية لتصنيع وحدة واحدة من    1xكلفة إنتاج وحدة واحدة من،  

 (2).ومقداره   1xلربح الوحدة الواحدة من المنتوج  

 :القيد الثاني 

:2y1  الأولية اللازمة لتصنيع الوحدة الواحدة من المنتوج  تمثل كلفة الموادx2 ؛ 

:y2   تمثل كلفة الطاقة اللازمة لتصنيع الوحدة الواحدة من المنتوجx2؛ 

:3y3 لتصنيع الوحدة الواحدة من المنتوج   تمثل كلفة العمل اللازمةx2 ؛ 

القيد الثاني هو    2xوالمجموع لهذه الحدود الثلاثة يمثل الكلفة الكلية اللازمة لتصنيع وحدة واحدة من المنتوج،  

يجب أن تساوي أو بالحد الأدنى    2xوأن الكلفة الكلية لتصنيع وحدة واحدة من    2xكلفة إنتاج وحدة واحدة من،  

 (  3ومقداره) 2xلربح الوحدة الواحدة من المنتوج  

 

VI. طريقة السمبلكس المقابلة )الثنائية( 

لحل   الأساسية  الفرضيات  الجانب  إحدى  قيم   ) الموارد  إن  هي  السمبلكس  طريقة  بواسطة  الأولي  النموذج 

يساعد على   السمبلكس  بواسطة طريقة  المقابل  النموذج  أكبر من الصفر، حل  تكون  إن  للقيود) يجب  الأيمن 

الأساس فلا حاجة لإدخال   هذا  تكون سالبة وعلى  إن  الموارد ممكن  قيمة  إن  الشرط حيث  هذا  التخلص من 

 .المتغيرات الاصطناعية إلى النموذج

كما توجد حالة أخرى وهو إثناء الحل بطريقة السمبلكس الاعتيادية وعند الانتقال من جدول سمبلكس إلى آخر  

يظهر في الجانب الأيمن الإشارة السالبة لبعض قيم المتغيرات أو جميعها، فالعلاج ما ورد في الحالتين أعلاه  

إتباع طريقة السمبلكس المقابلة لتجاوز ما يظهر من عقبات   والحصول على الحل الأمثل وبشكل أكيد يجب 

 .مماثلة تمنع ظهور الحل الأمثل

 .ولتوضيح ذلك نورد المثال التالي وفي كل مرحلة سيتم توضيح خطوات تطبيق طريقة السمبلكس المقابلة

 أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية الأتي مستعيناً بطريقة السمبلكس المقابلة ( : 7مثال رقم )

Min(Z) = X1 + 4X2 + 3X3 
X1 + 2X2 − X3 + X4 ≥ 3              S

/C 
−2X1 − X2+4X3 + X4 ≥ 2    
X1; X2; X3; X4 ≥ 0 
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 :الحل

فيتم عكس للنموذج،  النموذجية  الصيغة  إيجاد  المتغيرات الاصطناعية من  استخدام  القيود من   ولضمان عدم 

 :يأتي  فتصبح القيود في النموذج كما1-أو تساوي إلى أقل أو تساوي ( بضرب القيدين في ( )) أكبر

 : الصيغة النموذجية

−X1 − 2X2 + X3 − X4 + 𝐒𝟏 = −3 

2X1 + X2−4X3 − X4 + 𝐒𝟐 = −2 

Min(𝑍) = X1 + 4X2 + 3X3 + 0𝐒𝟏 + 0𝐒𝟐 

غير ممكن،   النموذج يتمتع بحلوبالنظر إلى النموذج  )كميات الجانب الأيمن سالبة( بالإمكان القول إن هذا  

 .ولكن غير ممكن وفي هذه حالة استخدام طريقة السمبلكس الاعتيادية سوف نحصل على ما يسمى أمثل

T1 Cj 1 𝟒 0 3 0 0 
B 

CB XB 𝐗𝟏 𝐗𝟐 𝐗𝟑 𝐗𝟒 𝐒𝟏 𝐒𝟐 

0 S1 -1 -2 1 -1 1 0 -3 

0 S2 2 1 -4 -1 0 1 -2 

𝒁𝒋 0 0 0 0 0 0  

∆𝑾 = 𝑪𝒋 − 𝒁𝒋 1 4 0 3 0 𝟎 Z=0 

ولذلك يكون الحل أمثل   وهذا ما يدل أن الحل أمثل، وبما أن الجانب الأيمن سالب كميات سالبةZ 0  بما أن  

 :كالتالي وتكون خطواتهاولكن غير ممكن ولذلك يجب إتباع طريقة السمبلكس المقابلة  

 :وهنا يتم اختيار المتغير الأساسي والذي يملك أقل قيمة سالبة   :إختيار المتغير الخارج1.

Min𝑍(−3;−2) 
 .هو المتغير الخارج ويجب أن يغادر الحل S1=-3وفي مثالنا يكون المتغير 

 :الداخلة المتغيرة تحديد2.

 : المتغيرات غير الأساسيةولتحديد المتغير الداخل نختار من 

 حالة التدنئة  حالة التعظيم 
( )










−−

0; k

k

jj ZC
Min 


 

( )










−

0; k

k

jj ZC
Max 


 

k  هي قيم السالبة في صف المتغير الخارج 

)  :ومن مثالنا  )3;2;1
1

3
;

2

4
;

1

1
MinMin =









−

−

−

−

−

−
 

لـ   الأساسي  المتغير غير  تقابل  نسبة  أقل  نباشر  S1يحل محل    x1إذن    ،  x1ومنه  ذلك سوف  بالعمليات  بعد 

 :الحسابية لاستخراج الجدول اللاحق للسمبلكس بطريقة الاعتيادية

T1 Cj 1 𝟒 0 3 0 0 
B 

CB XB 𝐗𝟏 𝐗𝟐 𝐗𝟑 𝐗𝟒 𝐒𝟏 𝐒𝟐 

0 𝐗𝟏 1 2 -1 1 -1 0 3 

0 S2 0 -3 2- 3- 2 1 -8 

𝒁𝒋 0 0 0 0 0 0 
Z=0 

∆𝑾 = 𝑪𝒋 − 𝒁𝒋 1 4 0 3 0 0 
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الأساس   المتغير  الأولي  للنموذج  بالنسبة  ممكن  الغير  بالحل  يتمتع  الثاني  الجدول  قيمة  S2=-8 لازال  يملك 

سالبة وهو المتغير الخارج ولتحديد أي من المتغيرات غير الأساسية التي سوف تدخل والتي تحمل معاملات  

 :، ويتحدد من خلال النسبة S2سالبة في صف 









=









−

−

−

−

−

−

3

2
;

2

1
;

3

2

3

2
;

2

1
;

3

2
MinMin 

المتغير الخارج، والجدول الثالث يكون    S2هو الذي يدخل محل    x3، إذن المتغير  x3النسبة الأقل هي تقابل  

 :على النحو الأتي

T1 Cj 1 𝟒 0 3 0 0 
B 

CB XB 𝐗𝟏 𝐗𝟐 𝐗𝟑 𝐗𝟒 𝐒𝟏 𝐒𝟐 

0 𝐗𝟏 1 7/2 0 5/2 -2 -1/2 7 

0 𝐗𝟑 0 3/2 1 3/2 -1 -1/2 4 

𝒁𝒋 1 7/2 5/2 5/2 -1/2 -1/2 
Z = 7 

∆𝑾 = 𝑪𝒋 − 𝒁𝒋 0 1/2 5/2 1/2 -1/2 1/2 

 :ذن الجدول الثالث هو جدول حل أمثل ونتائج هيا  b0; Z 0بما أن قيم صف 

X1 =7 ; X2 =0 ; X3 =4 ; X4 =0 ; S1 =S2 =0 ; Z = 7 

 

VII. طريقة السمبلكس المعدلة: 

نلاحظ أن الحسابات التي تم إجراؤها كانت على جميع القيم ولكل جدول    السمبلكسمن خلال الحل بطريقة  

فإن حلها   والقيود ذا كانت مشكلة البرمجة الخطية تتضمن عدد كبير من المتغيرات من الجداول خلال الحل، وا

 لإجرائها تتطلب حسابات كثيرة ووقت 

 .أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطية الأتي مستخدما طريقة السمبلكس المعدلة( : 8مثال رقم )

Min(𝑍) = −3X1 + X2 + X3 

X1 − 2X2 + X3 ≤ 11 

𝑆/𝐶 
−4X1 + X2 + 2X3 ≥ 3 

2X1 − X3 = −1 

𝑋1; X2; X3 ≥ 0 

 :النموذجية الصيغة 1.

 :نجد  ( -1الثالث في )نضرب القيد 

Min(𝑍) = −3X1 + X2 + X3 + 0𝑆1 + 0𝑆2 +𝑀𝐴1 +𝑀𝐴2 

X1 − 2X2 + X3 + 0𝑆1 = 11 

𝑆/𝐶 
−4X1 + X2 + 2X3 − 0𝑆2 + 𝐴1 ≥ 3 

−2X1 + X3 + 𝐴2 = 1 

𝑋1; X2; X3; 𝑆1; 𝑆2 ≥ 0 
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  :ي لنضع معاملات للمتغيرات داخل القيود على شكل أعمدة وكما ي2.
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المتغيرات   أن  متغيرات    A2 ;A1 ;S1وبما  ولهذا  أساسيةهي  الممكن  الأساسي  الابتدائي  الحل  تكون    في 

 :ي لمكونة من أعمدتهم وكما ي  مصفوفة 
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أي  نفسه  هي  الوحدة  مصفوفة  معكوس  يكون  بمضروب    I=−1  :دائما  المسمى  المقدر  ولاستخراج 

السمبلكس والذي يرمز له بـ  
1−=  BC 

( ) ( )MMMMCB 0

100

010

001

01 =

















== −
 

jjj  :من العلاقة الآتية Zقيم الصف تحدد و PCC −= 

فوائد تطبيق طريقة السمبلكس  وهذه أحدى   X2 ;X3 ;X2 S;1:الى المتغيرات الباقية والتي هي    jCفنحسب  

 :المحورة وكما يلي

( ) ( ) MMMPCC 63

2

4

1

03111 +−=
















−

−−−=−=  

( ) ( ) MMMPCC −=














−

−=−= 1

0

1

2

01222  

( ) ( ) MMMPCC 31

1

2

1

01333 −=
















−=−=  

( ) ( ) MMMPCC SS =
















−−=−=

0

1

0

00522
 
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   :سوف تدخل إلى الحل 3Xنستنتج أن المتغير   jCومن ملاحظة 

 b 1− BX المتغير الداخل  العمود المتغير الداخل

1  11 0 0 0 1S 

2 3X 3 0 1 0 1A 

1  1 1 0 1 2A 

  :وتكون   X3والداخلة   A2الخارجة   المتغيرة

( )MMCB 0= 
ومصفوفة  bولذلك يكون قيم عمود 

1− يلكما ي: 

















−

−

=

















= −

100

210

101

100

210

101
1 

















=

































−

−

== −

1

1

10

1

3

11

100

210

101
1bb  

 :ولتحديد مضروب السمبلكس في هذه المرحلة يكون كما يلي

( ) ( )120

100

210

101

101 +−=

















−−

−

== − MMMCB
 

 : فقط لها jCهي التي لم تدخل الحل لحد الآن فيتم حساب    X2 ;X2 S;1وبما أن المتغيرات 

( ) ( ) 1

2

4

1

1203111 −=
















−

−+−−−=−= MMPCC 
 

( ) ( ) MMMPCC −=














−

+−−=−= 1

0

1

2

1201222  

( ) ( ) MMMPCC SS =
















−+−−=−=

0

1

0

1200522
 

  :سوف تدخل إلى الحل X2المتغير 
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













−

=















−

















−

−

== −

0

1

2

0

1

2

100

210

101

2

1

2 PP  

 
 b المتغير الداخل  العمود المتغير الداخل 

1− BX 

-2  10 -1 0 0 1S 

1 2X 1 -2 1 0 1A 

0  1 1 0 1 3X 

  :وتكون   X2والداخلة   A1الخارجة   المتغيرة

( )110=BC 

ومصفوفة  bحساب قيم عمود 
1− يلكما ي: 

( )
















−

−

=















 −

== −

100

210

521

100

210

121
1

324  PPP 

















=

































−

−

== −

1

1

12

1

3

11

100

210

521
1bb  

  :ولتحديد مضروب السمبلكس في هذه المرحلة يكون كما يلي

( ) ( )110

100

210

521

1101 −=

















−−

−

== − BC 

  :لها فقط jCالتي لم تدخل الحل لحد الآن فيتم حساب  هي  X2 S;1وبما أن المتغيرات 

( ) ( ) 1

2

4

1

1103111 −=
















−

−−−−=−= PCC 
 

( ) ( ) 1

0

1

0

1100522
=

















−−−=−= PCC SS  
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  :سوف تدخل إلى الحلX1المتغير  

















−

=

















−

−

















−

−

== −

2

0

3

2

4

1

100

210

521

1

1

1 PP  

 b 1− BX المتغير الداخل العمود المتغير الداخل  

3  12 -5 2 0 1S 

0 1X 1 -2 1 0 2X 

-2  1 1 0 1 3X 

  :وتكون   X1والداخلة  S1المتغيرة الخارجة 

( )113−=BC 
ومصفوفة  bحساب قيم عمود 

1− يلكما ي: 

( )
















−

−

−

=

















−

−

−

== −

3/73/43/2

210

3/53/23/1

102

214

121
1

321  PPP 

















== −

9

1

4
1bb  

  :ولتحديد مضروب السمبلكس في هذه المرحلة يكون كما يلي

( ) ( )3/23/13/1113 11 −=−== −−  BC 

  :لها فقط jCهي التي لم تدخل الحل لحد الآن فيتم حساب   S2 S;1وبما أن المتغيرات 

( ) ( ) 3/1

0

0

1

3/23/13/10411
=

















−−=−= PCC SS 
 

( ) ( ) 3/1

0

1

0

3/23/13/10522
=

















−−−=−= PCC SS 
 

الأيمن )الثابت(   أننا وصلنا إلى الحل الأمثل ويجب استخراج العمود   إذن كلتا الكميتان متساويتان وهذا يعني

 .للمحاولة الأخيرة وهو بمثابة قيم المتغيرات الأساسية في الحل الأمثل
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b 1− BX 

4 -5/3 2/3 1/3 1X 

1 -2 1 0 2X 

9 -7/3 4/3 2/3 3X 

  :القيم المثلى للحل 

0;9;1;4 21321 ===== SSXXX 

( ) 2

9

1

4

113 −=

















−== bCZ B 
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 المحور السابع 

 (تحليل ما بعد الأمثلية)تحليل الحساسية 

I.  مفهوم تحليل الحساسية 

تخمينية  تكون  المعاملات  هذه  غالبا  يقينية.  بصورة  معروفة  ما  برنامج خطي  معاملات  تكون  أن  النادر  من 

عندما ننتهي من إيجاد الحل الأمثل لمسألة برمجة خطية، لابد أن ندرس حساسية للقيم الفعلية )الحقيقية(. لذا،  

 هذا الحل لأي تغير في قيمة أحد معاملات المسألة. 

سنستخدم المثال التالي لشرح تحليل الحساسية )وهو في متغيرين فقط لإمكانية حل المسألة بالطريقة البيانية 

 وفهم ما يجري فيما يلي من تحليل الحساسية(: 

max    z   =  20x1   +   10x2  

245x1   +   4x2   ≤  

132x1   +   5x2   ≤  

x1   ,    x2   ≥ 0 

 

S/C 

 الصيغة القياسية المكافئة هي: 

max    z   =  20x1   +   10x2  

24 5x1   +   4x2  +  s1            = 

13 2x1   +   5x2           +  s2   = 

x1 , x2 , s1, s2   ≥ 0 

S/C 

 وهو ما يكافئ التالي: 

z    -  20x1   -  10x2                       =   0  
245x1   +   4x2  +  s1            =   

13  2x1   +   5x2           +  s2   =   

x1 , x2 , s1, s2   ≥ 0 

S/C 

 الحل باستخدام طريقة السمبلكس الجدولية: 
المتغيرات    ↓     

 r rhs 2S 1S 2X 1X z الأساسية

 0 0 0 -10 -20 1 Z  

24/5 24 0 1 4 5 0 1S ← 

13/2 13 1 0 5 2 0 2S  

 

المتغيرات        

 rhs s2 s1 x2 x1 z الأساسية

96 0 4 6 0 1 z  

24/5 0 1/5 4/5 1 0 x1  

17/5 1 -2/5 17/5 0 0 s2  

 الحل الأمثل هو: 

96    ,0   ,8.4 **

2

*

1 === zxx  
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 السؤال الآن: لو تغيرت قيمة إحدى المعاملات التالية: 

c1=20, c 2=10,  b1=24, b2=13,  a11=5,  a12=4,  a21=2,  a22=5. 

 هل يتأثر الحل الأمثل للمسألة؟ أي هل تتغير نقطة الحل الأساسي الممكن المثلى الحالية؟ أو قيمها؟ 

قيمة معامل ما بحيث يبقى الحل الأمثل هو نقطة الحل الأساسي الممكن المثلى الحالية  ما هو مقدار التغير في  

 )لكن قد تتغير بعض قيمها(؟ 

 تحليل الحساسية سيجيب على هذه التساؤلات.

البرنامج الخطي على الحل الأمثل. هذا   ملاحظة: لن ندرس تأثير تغير قيمة معاملان أو أكثر من معاملات 

 الموضوع يسمى البرمجة الخطية المعاملية وليس مجال دراستنا هنا. 

         تأثير تغير قيمة معامل دالة الهدف لمتغير غير أساسي:  .1

غير أساسي في نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى. ما هو مقدار التغير في    2xفي المثال السابق، المتغير  

 المثلى؟ بحيث أن لا تتأثر نقطة الحل الأساسي الممكنة  2cقيمة 

  2c ∆ + 10 =في دالة الهدف هي: 2xبصورة أخرى، لو كانت مساهمة المتغير 

 ما هي القيم الممكنة لـ ∆ بحيث أن لا تتأثر نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى؟ 

 أي أننا نسأل عن تأثير قيمة ∆ على البرنامج الخطي التالي: 

max    Z   =  20X1   +   (10+∆)X2  

5X1   +            4X2   ≤ 24 

2X1   +            5X2   ≤ 13 

x1   ,    x2   ≥0 

S/C 

 .(∆+10)لحسن الحظ، لا نحتاج أن نعيد حل المسألة كاملة من جديد لوجود المعامل الجديد 

لاحظ أن قيم المعاملات في الصف الأول من جدول السمبلكس يحدد فقط بعمليات أولية على الصفوف. أذا 

في الصف الأول تغير من   2xنظرنا إلى الصف الأول في الجدولين الأول والنهائي، نلاحظ أن معامل المتغير 

 .(16+)أي أننا أضفنا  6+إلى  10-

المتغير   معامل  كان  لو  هو    2xلذا،  الأول  السمبلكس  جدول  من  الأول  الصف  معامل  -(∆+10)في  فإن   ،

 . 6-∆أو    -16 + (∆+10)في الصف الأول من جدول السمبلكس النهائي سيكون  2xالمتغير 

 أي أن الجدول النهائي سيكون على الصورة التالية: 
المتغيرات         

 rhs s2 s1 x2 x1 z  الأساسية

 96 0 4 6-∆ 0 1 z  

 24/5 0 1/5 4/5 1 0 x1  

 17/5 1 -2/5 17/5 0 0 s2  

 يبقى السؤال الآن: 

 ما هي القيم الممكنة لـ ∆ بحيث أن لا تتأثر نقطة الحل الأساسي الممكن المثلى الحالية؟
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جدول   من  الأول  الصف  في  المتغيرات  معاملات  تكون  أن  يجب  أمثل،  الحل  يكون  لكي  أنه  نعلم  نحن 

 أذا، لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة الحالية مثلى، لابد أن يكون: السمبلكس غير سالبة. 

 6 ≥ ∆ ≥ ∞- أو 0 ≤ ∆ - 6

 ، نقطة الحل الأساسي الممكنة الحالية  ستبقى مثلى إذا كان: 6 ≥ ∆و   2c ∆+10 =ولأن 

≤ 16 2c∞ ≤ - 

 ، يبقى الحل الأمثل هو: )-[16,∞في دالة الهدف في الفترة  2xإذن طالما كان معامل المتغير 

 

في الصف الأول من جدول السمبلكس النهائي سيكون   2x، فأن معامل المتغير 2c 16 =لاحظ أنه عندما يكون 

هو متغير غير أساسي عند نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى، فأنه سيكون    2xمساويا للصفر. ولأن المتغير  

 هنالك حلول أساسية ممكنة مثلى أخرى للمسألة. 

        تأثير تغير قيمة معامل دالة الهدف لمتغير أساسي: .2

هو متغير أساسي في نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى. ما هو مقدار التغير    1xفي المثال السابق، المتغير  

 بحيث أن لا تتأثر نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى؟.   1cفي قيمة 

 في دالة الهدف هي:  1xبصورة أخرى، لو كانت مساهمة المتغير 

= 20 + ∆ 1c 

 ما هي القيم الممكنة لـ ∆ بحيث أن لا تتأثر نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى؟ 

 أي أننا نسأل عن تأثير قيمة ∆ على البرنامج الخطي التالي: 

max    z   =  (20+∆)x1   +   10x2  

5x1   +     4x2   ≤ 24 

2x1   +     5x2   ≤ 13 

x1   ,    x2   ≥ 0 

S/C 

في    1xلاحظ أنه عندما انتقلنا من جدول السمبلكس الأول إلى جدول السمبلكس النهائي، قيمة معامل المتغير  

في الصف الأول من    1xإلى معامل المتغير    20+إلى صفر. أي أنه أضيفت    -20الصف الأول تغيرت من  

 في الصف الأول من جدول السمبلكس الأول هي  1xجدول السمبلكس الأول. لذا لو كانت قيمة معامل المتغير  

 في الصف الأول من جدول السمبلكس النهائي ستكون  1x،فإن قيمة معامل المتغير  -(∆+20) 

-(20+∆)+20 = -∆ 

 أي أن جدول السمبلكس النهائي سيكون على الصورة التالية: 
المتغيرات         

 rhs s2 s1 x2 x1 z  الأساسية

 96 0 4 6 -∆ 1 z  
 24/5 0 1/5 4/5 1 0 x1  
 17/5 1 -2/5 17/5 0 0 s2  

لاحظ أن قيمة أي متغير أساسي في الصف الأول من جدول السمبلكس يجب أن تكون مساوية للصفر. هذا لا  

 . 1xيتحقق هنا للمتغير الأساسي  

الأول(  الصف  مع  وجمعه   ∆ بـ  الثاني  الصف  )ضرب  الصفوف  على  الأولية  العمليات  بعض  إجراء  بعد 

 نحصل على الجدول التالي: 

96    ,0   ,8.4 **

2

*

1 === zxx
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المتغيرات         

 rhs s2 s1 x2 x1 z  الأساسية

 96+24/5∆ 0 4+1/5∆ 6+4/5∆ 0 1 z  

 24/5 0 1/5 4/5 1 0 x1  

 17/5 1 -2/5 17/5 0 0 s2  

 في دالة الهدف.  1xهذا الجدول يوضح تأثير إضافة ∆ إلى قيمة معامل المتغير 

وفي     1sو   2xلاحظ وجود ∆ في الصف الأول من جدول السمبلكس النهائي في قيم المتغيران الغير أساسيان  

 قيمة الطرف الأيمن.

 لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة الحالية مثلى، لابد أن تكون: 

5.7           

20         0
5

1
4

5.7         0
5

4
6

     −








−+

−+
 

 ∞ ≥  ∆ ≥ 7.5- لابد أن تكون:إذن لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة الحالية مثلى، 

 وبالتالي تكون: 

12.5 ≤ c1  ≤ ∞ 

المتغير   معامل  قيمة  كانت  طالما  الفترة    1xإذن  في  الهدف  دالة  الأساسي (∞,12.5]في  الحل  نقطة  تبقى   ،

 الممكنة الحالية مثلى. أي أن الحل الأمثل سيكون: 

+===
5

24
96    ,0   ,8.4 **

2

*

1 zxx 

 )لاحظ أن القيمة المثلى لدالة الهدف تعتمد على قيمة ∆ المضافة(. 

 

        تأثير تغير قيمة الطرف الأيمن لقيد خطي: .3

على نقطة    2bأو    1b. ما هو تأثير تغير قيمة  2b 13 =و   1b 24 =في المثال السابق، قيم الطرف الأيمن هي  

 الحل الأساسي الممكن المثلى الحالية؟ 

، ما هي قيم ∆ الممكنة بحيث أن يبقى الحل الأمثل هو نقطة  1b ∆+24 =. لو فرضنا أن  1bلنبدأ بالمعامل  

 الحل الأساسي الممكن المثلى الحالية )لكن قد تتغير قيم المتغيرات الأساسية(؟   

 أي أننا نسأل عن تأثير قيمة ∆ على البرنامج الخطي التالي: 

max    z   =  20X1   +   10X2  

5X1   +   4X2   ≤ 24 + ∆  

132X1   +   5X2   ≤  

X1   ,    X2   ≥ 0 

S/C 
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 جدول السمبلكس المبدئي سيكون على الشكل التالي: 
المتغيرات       

 rhs s2 s1 x2 x1 z الأساسية 

0 0 0 -10 -20 1 z  

 24+∆ 0 1 4 5 0 s1  

13 1 0 5 2 0 s2  

نحن نريد أن نعرف شكل جدول السمبلكس النهائي )الأمثل( بعد إضافة القيمة ∆ للطرف الأيمن للقيد الخطي 

 الأول. لحسن الحظ، كما سبق، لا نحتاج إلى أن نعيد حل المسألة من جديد.

 أنظر إلى الجدول التالي: 
rhs       المتغيرات

 b  + ∆ 2S 1S 2X 1X Z الأساسية 

0  + 0 0 0 -10 -20 1 Z  

 24 + 1 0 1 4 5 0 1S  

 13 + 0 1 0 5 2 0 2S  

. إذن جميع العمليات على الصفوف التي  1sلاحظ أن العمود الخاص بـ ∆ له نفس معاملات العمود الخاص بـ  

ستجرى على العمود الخاص بـ ∆. هذا يقتضي أن العمود الخاص بـ ∆ في    1sأجريت على العمود الخاص بـ  

 في جدول السمبلكس النهائي.  1sجدول السمبلكس النهائي سيكون مماثلا للعمود الخاص بـ 

 إذن سيكون جدول السمبلكس النهائي للمسألة بعد إضافة القيمة ∆ للطرف الأيمن للقيد الخطي الأول كما يلي: 
المتغيرات       

 rhs 2S 1S 2X 1X Z الأساسية 

     96 +   4  ∆ 0 4 6 0 1 Z  
 24/5 + 1/5 ∆ 0 1/5 4/5 1 0 1X  
 17/5 – 2/5 ∆ 1 -2/5 17/5 0 0 2S  

( بحيث أن يبقى الحل الأمثل هو نقطة الحل الأساسي 1bيبقى السؤال ما هي القيم الممكنة لـ ∆ )وبالتالي لـ  

 الممكن المثلى الحالية )لكن قد تتغير قيم المتغيرات الأساسية(؟ 

 لكي يبقى الحل ممكناً، لابد أن يكون  

                                                                   x1   ≥  0 

                                                                   s2   ≥  0 

 أي أن 

5.8 24-          

5.8         0
5

2

5

17

24         0
5

1

5

24

     








−

−+

 

  ≥ 1b0 32.5 ≥: وبالتالي 

كانت   لو  أن    6مثلاً،  أي   ،∆ == 301b  الممكن ستبقى الأساسي  الحل  نقطة  في  الأساسية  المتغيرات  فإن   ،

 أساسية، ولكن تتغير قيمتها لتصبح: 
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 ، ندرس تأثير تغيير قيمة الطرف الأيمن للقيد الخطي الثاني إلى 2bبالمثل، لتحليل الحساسية للمعامل 

 = 13 + ∆ 2b :سنجد أن جدول السمبلكس النهائي سيكون كما يلي ، 
المتغيرات        

 rhs s2 s1 x2 x1 z الأساسية

     96  0 4 6 0 1 z  
     24/5  0 1/5 4/5 1 0 x1  

 17/5 + ∆ 1 -2/5 17/5 0 0 s2  

 لكي يبقى الحل ممكناً، لابد أن يكون  

                                                                   x1   ≥  0 

                                                                   s2   ≥  0 

+  
5

17
-         0

5

17
 أي أن:        

   ≥ 2b9.6 ∞ ≥:وبالتالي 

لمعاملات  له معاملات مشابهه  متغير  إيجاد  هو  لقيد خطي  الأيمن  للطرف  الحساسية  تحليل  مفتاح  أن  لاحظ 

المتغير ∆ الذي أضيف للطرف الأيمن من معادلة القيد الخطي. غالباً، المتغيرات التي لها معاملات مشابهه  

 لمعاملات المتغير ∆ هي المتغيرات المكملة أو الزائدة أو الاصطناعية التي أضيفت للقيود الخطية.  

 

II. سعر الظل:  

( إذا زدنا الطرف  z( هو مقدار التغير في قيمة دالة الهدف )iy  )يرمز له بـ  iتعريف: سعر الظل للقيد الخطي  

( بمقدار وحدة واحدة، شريطة أن لا تتغير المتغيرات الأساسية في الحل الأمثل وأن لا ibالأيمن للقيد الخطي ) 

 تتغير عوامل المسألة الأخرى. 

دالة الهدف المثلى    iyأي أن   ضمن الحدود المسموحة    ibعندما نزيد قيمة    z*يساوي معدل التغير في قيمة 

يقع على حد المنطقة المسموحة بتحليل الحساسية، الحل الأمثل    ibبتحليل الحساسية )إذا كان التغير في قيمة  

 سيصبح منحل )غير منتظم( ويصبح هذا التعريف غير صحيح( .

العلاقة   تستخدم  متراجحات  هي  الخطية  البرمجة  مسائل  في  الخطية  القيود  أغلب  أو   "≥"لأن  من  أقل   (

يساوي( بين الطرف الأيسر والطرف الأيمن للقيد الخطي، فإن أسعار الظل غالبا تسمى الأسعار الاقتصادية.  

 .ibهو السعر الاقتصادي لشراء وحدة إضافية من المورد  iyأي أن 

 في المثال السابق، ما هو سعر الظل للقيد الخطي الأول؟ 
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 . 4. إذن سعر الظل للقيد الخطي الأول هو ∆4بمقدار ∆ يزيد دالة الهدف بمقدار  1bنحن نعلم الآن أن زيادة 

 نستطيع معرفة أسعار الظل لجميع القيود الخطية باستخدام القاعدة التالية: 

III. :قاعدة إيجاد أسعار الظل 

الظل   الخطي    iyسعر  المتغير    iللقيد  تحت  )الأمثل(  النهائي  السمبلكس  جدول  من  الأول  الصف  في  يظهر 

 المكمل أو الزائد أو المتغير الاصطناعي لهذا القيد الخطي.

) أقل من أو يساوي( بين الطرف الأيسر والطرف  "≥"سعر الظل لقيد خطي يستخدم العلاقة  (أ

جدول   من  الأول  الصف  في  الخطي  القيد  لهذا  المكمل  المتغير  معامل  يساوي  الخطي  للقيد  الأيمن 

 السمبلكس الأمثل. 

العلاقة   (ب  يستخدم  خطي  لقيد  الظل  الأيسر    "≤"سعر  الطرف  بين  يساوي(  أو  من  أكبر   (

والطرف الأيمن للقيد الخطي يساوي  سالب معامل المتغير الزائد لهذا القيد الخطي في الصف الأول 

من جدول السمبلكس الأمثل. كما يمكن استخدام معامل المتغير الاصطناعي لهذا القيد الخطي بطريقة  

 (. 3مماثلة لما سيبين في الفقرة ) 

العلاقة   (ت  يستخدم  لقيد خطي  الظل  الأيمن    "="سعر  والطرف  الأيسر  الطرف  بين  )يساوي( 

 للقيد الخطي هو: 

دالة تعظيم، فإنه يساوي معامل المتغير الاصطناعي لهذا  • دالة الهدف هي  إذا كانت 

 . Mالقيد الخطي في الصف الأول من جدول السمبلكس الأمثل ناقصا 

إذا كانت دالة الهدف هي دالة تصغير، فإنه يساوي معامل المتغير الاصطناعي لهذا   •

 .Mالقيد الخطي في الصف الأول من جدول السمبلكس الأمثل زائدا 

 في المثال السابق: 

 y1 = 4 سعر الظل للقيد الخطي الأول: 

 y2 = 0 سعر الظل للقيد الخطي الثاني: 

 مثال: 

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التالي:  (أ

min  z  =  4x1  +  5x2  

3x1  +    x2   ≤  27 

5x1  +  5x2   =  60 

6x1  +  4x2   ≥  60 

x1   ,    x2   ≥  0 

S/C 

 . c1, c2, b1, b2, b3أوجد تحليل الحساسية لـمعاملات  (ب 

 أوجد أسعار الظل للقيود الخطية.  (ت 

 :الحل

 المسألة إلى الصيغة القياسية التالية:  أ( نحول

min  z  =  4x1  +  5x2  

3x1  +    x2   +  s1           =  27 

5x1  +  5x2                     =  60 

6x1  +  4x2             -  e3  =  60 

x1  ,  x2  , s1 ,  e3  ≥  0 

S/C 

 الكبيرة(:  Mالآن نضيف المتغيرات الاصطناعية )سنستخدم طريقة 
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min  z  =  4X1  +  5X2                     +  Ma2   +  Ma3  
3X1  +    X2   +  s1                                       =  27 

5X1  +  5X2                     +     a2                  =  60 

6X1  +  4X2             -  e3                +    a3    =  60 

X1 , X2 , s1 , e3 , a2 , a3  ≥  0 

S/C 

 يكافئ: وهو ما 
z   -  4x1   -  5x2                      -  Ma2    -  Ma3   =   0  

3x1  +    x2   +  s1                                       =  27 

5x1  +  5x2                     +     a2                  =  60 

6x1  +  4x2             -  e3                +    a3    =  60 

x1 , x2 , s1 , e3 , a2 , a3  ≥  0 

 

 3aو   2aنلاحظ أنه لكي يكون لدينا حل أساسي ممكن مبدئي، لابد أن نجعل معاملي المتغيرين الاصطناعيين  

( بـ  الرابعة  والمعادلة  الثالثة  المعادلة  بضرب  للصفر.  مساوية  الهدف  دالة  المعادلة Mفي  إلى  وأضافتهما   )

 الأولى نحصل على نظام المعادلات المكافئ التالي:    

z   + (11M-4)x1   +  (9M-5)x2     - Me3  =  120M  

3x1  +              x2   +  s1                                      =  27 

5x1  +            5x2                         +   a2               =  60 

6x1  +            4x2             -    e3              +   a3    =  60 

x1 , x2 , s1 , e3 , a2 , a3  ≥  0 

 

 
المتغيرات   ↓       

 r rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

 120M 0 0 -M 0 9M-5 11M-4 1 z  

27/3 27 0 0 0 1 1 3 0 s1 ← 

60/5 60 0 1 0 0 5 5 0 a2  

60/6 60 1 0 -1 0 4 6 0 a3  

 
      ↓   

 م أ
r rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z 

 21M+36 0 0 -M -11/3M+4/3 16/3M -11/3 0 1 z  

9/(1/3) 9 0 0 0 1/3 1/3 1 0 x1  

15/(10/3) 15 0 1 0 -5/3 10/3 0 0 a2  

6/2 6 1 0 -1 -2 2 0 0 a3 ← 

 

المتغيرات      ↓    

 r rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

 5M+47 
-

8/3M+11/6 
0 

5/3M-

11/6 
5/3M-7/3 0 0 1 z  

8/(1/6) 8 -1/6 0 1/6 2/3 0 1 0 x1  
5/(5/3) 5 -5/3 1  5/3  5/3 0 0 0 a2 ← 

- 3 1/2 0 -1/2 -1 1 0 0 x2  

 

المتغيرات          
 الأساسية



  د/عيسى دراجيأ.            محاضرات في بحوث العمليات

71 

 

 

 

 الحل الأمثل هو: 
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IV. :تحليل الحساسية 

 في دالة الهدف:   1xتحليل الحساسية لمعامل المتغير الأساسي   .1

 .  1c=4نريد معرفة تأثير إضافة القيمة ∆ للمعامل 

المتغير الأساسي   قيمة معامل  الهدف هي    1xإذا أصبحت  دالة  النهائي  1c=∆+4في  السمبلكس  ، فإن جدول 

 سيكون على الصورة التالية: 

 في الصف الأول مساوياً للصفر. نضرب الصف الثاني بـ)∆(  1xنجعل معامل المتغير 
 

 

 

 

 ونجمعه مع الصف الأول. نحصل على جدول السمبلكس التالي: 

 

 

 

 

 

 : الآن، لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية حلا أمثل، يجب أن تكون

-1/2+1/2∆ ≤ 0 

  - ≥ ∞1c 5 ≥:وبالتالي -1 ≥ ∆ ≥ ∞:أي أن

 كبيرة.  M( ستظل سالبة لأن قيمة  ∆M+11/10-1/10-لاحظ أن قيمة المعامل)

 (، فإن الحل الأمثل هو: ∆=-2)أي أن  1c = 2مثلاً، لو كانت 

rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z 

105/2 -M -M+11/10 0 -1/2 0 0 1 z  

15/2 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  

3 -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  

9/2 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  

المتغيرات         

 rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

105/2 -M -M+11/10 0 -1/2 0 ∆- 1 z  

15/2 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  

3 -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  

9/2 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  

المتغيرات         

 rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

105/2+15/2∆ -M 
-M+11/10-

1/10∆ 
0 -1/2+1/2∆ 0 0 1 z  

15/2 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  

3 -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  

9/2 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  
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 في دالة الهدف:   2xتحليل الحساسية لمعامل المتغير الأساسي   .2

 .  2c=5نريد معرفة تأثير إضافة القيمة ∆ للمعامل 

المتغير الأساسي   قيمة معامل  دالة    2xإذا أصبحت  النهائي  2c=∆+5هي    الهدففي  السمبلكس  ، فإن جدول 

 صورة التالية: سيكون على ال
 

 

 

 

للصفر. نضرب الصف الرابع بـ)∆( ونجمعه مع الصف   2xنجعل معامل المتغير   في الصف الأول مساوياً 

 الأول. نحصل على جدول السمبلكس التالي: 

 
 

 

 

 

أي    0 ≥ ∆1/2-1/2-:  الآن، لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية حلا أمثل، يجب أن تكون 

 ∞ ≥ ∆ ≥ 1-: أن

   ≥ 2c4 ∞ ≥:وبالتالي 

 (، فإن الحل الأمثل هو: ∆=2)أي أن  2c = 7مثلاً، لو كانت 
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 : (1bتحليل الحساسية لمعامل الطرف الأيمن للقيد الخطي الأول ) .3

، فإن جدول السمبلكس النهائي 1b=∆+27إذا أصبحت قيمة معامل الطرف الأيمن  للقيد الخطي الأول هي  

 (: 1sسيكون على الصورة التالية )استخدمنا المتغير المكمل 
 

 

 

 

المتغيرات         

 rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

105/2 -M -M+11/10 0 -1/2 -∆ 0 1 z  

15/2 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  

3 -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  

9/2 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  

المتغيرات         
 rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

105/2+9/2∆ -M -M+11/10+3/10∆ 0 -1/2-1/2∆ 0 0 1 z  
15/2 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  
3 -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  
9/2 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  

المتغيرات         

 rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

105/2-1/2∆ -M -M+11/10 0 -1/2 0 0 1 z  

15/2+1/2∆ 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  

3+∆ -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  

9/2-1/2 ∆ 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  
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الآن، لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية مكونة من نفس المتغيرات الأساسية والمتغيرات 

 : الغير أساسية، يجب أن تكون
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   ≥ 1b24 36 ≥:وبالتالي 

 الأمثل هو: (، فإن الحل ∆=3)أي أن  1b = 30مثلاً، لو كانت 
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 : ( 2bتحليل الحساسية لمعامل الطرف الأيمن للقيد الخطي الثاني )  .4

قيمة معامل الطرف   للقيد إذا أصبحت  الثاني هي    الأيمن  النهائي  2b=∆+60الخطي  السمبلكس  فإن جدول   ،

 (: 2aسيكون على الصورة التالية )استخدمنا المتغير الاصطناعي 
 

 

 

 

 

الآن، لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية مكونة من نفس المتغيرات الأساسية والمتغيرات 

 الغير أساسية، يجب أن تكون 
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المتغيرات          

 rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية

105/2+11/10∆ -M -M+11/10 0 -1/2 0 0 1 z  

15/2-1/10∆ 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  

3+3/5∆ -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  

9/2+3/10∆ 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  
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   ≥ 2b55 135 ≥:وبالتالي 

 (، فإن الحل الأمثل هو: ∆=-4)أي أن  2b = 56مثلاً، لو كانت 

1.48)4(
10

11
5.52

3.3)4(
10

3
5.4

9.7)4(
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 (: 3bتحليل الحساسية لمعامل الطرف الأيمن للقيد الخطي الثاني )  .5

للقيد إذا أصبحت قيمة معامل الطرف   الثالث هي    الأيمن  النهائي 3b=∆+60الخطي  ، فإن جدول السمبلكس 

 (: 3eأو سالب المتغير الزائد   3aسيكون على الصورة التالية )استخدمنا المتغير الاصطناعي 
 

 

 

 

الآن، لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية مكونة من نفس المتغيرات الأساسية والمتغيرات 

 −     03      -3:  الغير أساسية، يجب أن تكون

  - ≥ ∞3b 63 ≥:وبالتالي 

 الأمثل هو: (، فإن الحل ∆=-30)أي أن  3b = 30مثلاً، لو كانت 

 5.52

5.4

5.7

*

*

2

*

1

=

=

=

z

x

x

 

 جـ( أسعار الظل هي: 

y1 = -1/2 

y2 = 11/10 

y3 = 0 

 مثال: 

 للبرنامج الخطي التالي: أوجد الحل الأمثل 
Max   z  =  -2X1   -    X2   -   5X3  

3X1  +    X2   +  4X3  ≥  2 

5X1  +  2X2   +  2X3  ≤  3 

2X1  +    X2   +  3X3  =  4 

X1   ,    X2   ,     X3   ≥  0 

S/C 

 . c1, c2, c3, b1, b2, b3أوجد تحليل الحساسية لـمعاملات  (أ

 أوجد أسعار الظل للقيود الخطية.  (ب 

المتغيرات         

 rhs a3 a2 e3 s1 x2 x1 z الأساسية 

105/2 -M -M+11/10 0 -1/2 0 0 1 z  

15/2 0 -1/10 0 1/2 0 1 0 x1  

3-∆ -1 3/5 1 1 0 0 0 e3  

9/2 0 3/10 0 -1/2 1 0 0 x2  
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 -الحل 

 أ( نحول المسألة إلى الصيغة القياسية التالية: 
Max   z  =  -2X1   -    X2   -   5X3  

3X1  +    X2   +  4X3  -  e1           =  2 

5X1  +  2X2   +  2X3         +  S2  =  3 

2X1  +    X2   +  3X3                    =  4 

X1 ,  X2 ,  X3  ,  e1 ,  S2 ≥  0 

S/C 

 الكبيرة(:  Mالآن نضيف المتغيرات الاصطناعية )سنستخدم طريقة 
Max   z  = -2X1   -    X2   -  5X3   - MA1   - MA3  =  0  

3X1  +    X2   +  4X3  -  e1           +   A1              =  2 

5X1  +  2X2   +  2X3         +  S2                         =  3 

2X1  +    X2   +  3X3                                  + A3  =  4 

X1 ,  X2 ,  X3  ,  e1 ,  S2 ,  A1 ,  A3 ≥  0 

S/C 

 وهو ما يكافئ: 
z  +  2 X 1  +    X 2   +  5X3                    + MA1   + MA3  =  0  

3X1  +    X2   +  4X3  -  e1            +    A1                            =  2 

5 X 1  +  2 X 2   +  2 X 3         +  S2                                    =  3 

2 X 1  +    X 2   +  3 X 3                                          +    A3  =  4 

X 1 ,  X 2 ,  X 3  ,  e1 ,  S 2 ,  A1 ,  A3 ≥  0 

S/C 

  3Aو   1Aنلاحظ أنه لكي يكون لدينا حل أساسي ممكن مبدئي، لابد أن نجعل معاملي المتغيران الاصطناعيين  

المعادلة   للصفر. بضرب  مساوية  الهدف  دالة  والمعادلةفي  )  الثالثة  بـ  المعادلة M-الرابعة  إلى  ( وأضافتهما 

 الأولى نحصل على نضام المعادلات المكافئ التالي:    
z  +  (2-5M)X1  +    (1-2M)X2  +   (5-7M)X3   + Me1      = -6M  

3X1  +               X2   +            4X3   -     e1          +    A1                =  2 

5X1  +             2X2   +            2X3            +  S2                            =  3 

2X1  +               X2   +            3X3                                  +    A3     =  4 

X1 ,  X2 ,  X3  ,  e1 ,  S2 ,  A1 ,  A3  ≥  0 

 

S/C 

r rhs a3 a1 s2 e1 x3↓ x2 x1 z  م الأساسية 

 -6M 0 0 0 M 5-7M 1-2M 2-5M 1 z  

2/4 2 0 1 0 -1 4 1 3 0 a1 ← 

3/2 3 0 0 1 0 2 2 5 0 s2  

4/3 4 1 0 0 0 3 1 2 0 a3  

 
r rhs a3 a1 s2 e1↓ x3 x2 x1 z  م الأساسية 

 -5/2M-5/2 0 7/4M-5/4 0 -3/4M+5/4 0 -M/4-1/4 M/4-7/4 1 z  

- 1/2 0 1/4 0 -1/4 1 1/4 3/4 0 x3  

4 2 0 -1/2 1 1/2 0 3/2 7/2 0 s2  

10/3 5/2 1 -3/4 0 3/4 0 1/4 -1/4 0 a3 ← 

 

r rhs a3 a1 s2 e1 x3 x2 ↓x1 z  م الأساسية 

 -20/3 M-5/3 M 0 0 0 -2/3 -4/3 1 z  

2 4/3 1/3 0 0 0 1 1/3 2/3 0 x3  

1/11 1/3 -2/3 0 1 0 0 4/3 11/3 0 s2 ← 

- 10/3 4/3 -1 0 1 0 1/3 -1/3 0 e1  
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المتغيرات    ↓       

 r rhs a3 a1 s2 e1 x3 x2 x1 z الأساسية 

 -72/11 M-21/11 M 4/11 0 0 -2/11 0 1 z  

14 14/11 5/11 0 -2/11 0 1 1/11 0 0 x3  

1/4 1/11 -2/11 0 3/11 0 0 4/11 1 0 x1 ← 

37/5 37/11 14/11 -1 1/11 1 0 5/11 0 0 e1  

 

المتغيرات          

 rhs a3 a1 s2 e1 x3 x2 x1 z الأساسية 

-13/2 M-2 M 1/2 0 0 0 1/2 1 z  

5/4 1/2 0 -1/4 0 1 0 -1/4 0 x3  

1/4 -1/2 0 3/4 0 0 1 11/4 0 x2  

13/4 3/2 -1 -1/4 1 0 0 -5/4 0 e1  

 إذن الحل الأمثل هو: 

5.6

25.1

25.0

0

*

*

3

*

2

*

1

−=

=

=

=

z

x

x

x

 

 ب( تحليل الحساسية: 

 : في دالة الهدف 1xتحليل الحساسية لمعامل المتغير الغير أساسي  •

المتغير   معامل  قيمة  أصبحت  هي    1xإذا  الهدف  دالة  المتغير  1c=-∆+2في  معامل  فإن   ،1x    جدول في 

. ولكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية حلا أمثل، يجب ∆ - 1/2السمبلكس النهائي سيكون  

 0  ≤  ∆ - 1/2 :أن تكون 

 1/2 ≥ ∆ ≥ ∞- :أي أن

  - ≥ ∞1c  ≥-1.5:وبالتالي 

 : في دالة الهدف   2xتحليل الحساسية لمعامل المتغير الأساسي   •

المتغير   معامل  قيمة  أصبحت  هي    2xإذا  الهدف  دالة  المتغير  2c=-∆+1في  معامل  فإن   ،2x    جدول في 

سيكون   النهائي  المتغير  -∆السمبلكس  معامل  لجعل  الصفوف  على  الأولية  العمليات  نجري   .2x    جدول في 

 السمبلكس النهائي مساويا للصفر. يصبح الصف الأول في جدول السمبلكس النهائي كما يلي: 

 
rhs a3 a1 s2 e1 x3 x2 x1 z الأساسية  م 

-13/2+1/4∆ M-2-1/2∆ M 1/2+3/4∆ 0 0 0 1/2+11/4∆ 1 z  

 لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية حلا أمثل، يجب أن تكون 
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−:  وبالتالي  2
11

13
c 

 : في دالة الهدف   3xتحليل الحساسية لمعامل المتغير الأساسي   •

المتغير   معامل  قيمة  أصبحت  هي    3xإذا  الهدف  دالة  المتغير  3c=-∆+5في  معامل  فإن   ،3x    جدول في 

سيكون   النهائي  المتغير  -∆السمبلكس  معامل  لجعل  الصفوف  على  الأولية  العمليات  نجري   .3x    جدول في 

 السمبلكس النهائي مساويا للصفر. يصبح الصف الأول في جدول السمبلكس النهائي كما يلي: 

 
rhs a3 a1 s2 e1 x3 x2 x1 z الأساسية  م  

-13/2+5/4∆ M-2+1/2∆ M 1/2-1/4∆ 0 0 0 1/2-1/4∆ 1 z  

0      -2: لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية حلا أمثل، يجب أن تكون 
4

1

2

1
     − 

33:  وبالتالي  −− c 

 : الحساسية لمعامل الطرف الأيمن للقيد الخطي الأولتحليل  •

، فإن الطرف الأيمن في جدول السمبلكس 1b=∆+2إذا أصبحت قيمة الطرف الأيمن للقيد الخطي الأول هي  

 النهائي سيصبح كما يلي: 
rhs  

-13/2  

5/4  

1/4  

13/4-∆  

مكونة من نفس المتغيرات الأساسية والمتغيرات الغير  لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية  

: أساسية، يجب أن تكون 
4

13
-      0

4

31
− 

:  وبالتالي 
4

21
1 − b 

 : تحليل الحساسية لمعامل الطرف الأيمن للقيد الخطي الثاني  •

، فإن الطرف الأيمن في جدول السمبلكس 2b=∆+3إذا أصبحت قيمة الطرف الأيمن للقيد الخطي الثاني هي  

 النهائي سيصبح كما يلي: 
rhs  

-13/2+1/2∆  

5/4-1/4∆  

1/4+3/4∆  

13/4-1/4∆  

الأساسية والمتغيرات الغير  لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية مكونة من نفس المتغيرات  

 : أساسية، يجب أن تكون 


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



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−+

−+
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8  :وبالتالي 
3

8
2  b 

 :تحليل الحساسية لمعامل الطرف الأيمن للقيد الخطي الثالث •

، فإن الطرف الأيمن في جدول السمبلكس 3b=∆+4إذا أصبحت قيمة الطرف الأيمن للقيد الخطي الثالث هي  

 النهائي سيصبح كما يلي: 
rhs  

-13/2-2∆  

5/4+1/2∆  

1/4-1/2∆  

13/4+3/2∆  

الأساسية والمتغيرات الغير  لكي تبقى نقطة الحل الأساسي الممكنة المثلى الحالية مكونة من نفس المتغيرات  

 : أساسية، يجب أن تكون 
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−+

 

:  وبالتالي 
2

9

6

11
3  b 

 جـ( أسعار الظل هي  
y1 = 0 

y2 = 1/2 

y3 = -2 
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 المحور الثامن 

 مسائل النقل 
 

الهامة، حيث أنها تهتم بتوزيع المنتجات من عدة مصادر تعتبر مسألة النقل إحدى تطبيقات البرمجة الخطية  

بأعلى ربح أو   للعرض )معامل، موانئ ...( إلى عدة مواقع للطلب )مراكز استهلاكية( بأقل تكلفة ممكنة أو 

هذه  نفس  لها  النقل  طريقة  أما  بالمؤسسة،  للموارد  الأمثل  للتوزيع  تستعمل  الخطية  فالبرمجة  وقت.  بأقل 

 الخواص مضافا إليها شرط تساوي العرض مع الطلب.

I. عرض مسألة النقل :   

 سنقوم بعرض مسألة النقل من خلال المثال أدناه: 

 :  01مثال 

متواجدة في ثلاث مناطق مختلفة،    O1  ،O2  ،O3وحدات إنتاجية    3لنفرض أنه لدينا مؤسسة اقتصادية لها  

على    P، حيث أن هذه المؤسسة تنتج المنتج  D1  ،D2  ،D3  ،D4  ،D5مراكز توزيع    5كما أنها تتوفر على  

 مستوى مراكز الإنتاج، ثم تقوم بتوزيعه على مراكز التوزيع الخمسة.  

، أما مراكز التوزيع )المصب( فتقوم  a1  ،a2  ،a3تعرض مراكز الإنتاج )المنبع(كميات معينة من الإنتاج:  

 ، كما هو موضح في الجدولين أدناه. b1 ،b2 ،b3 ،b4 ،b5بطلب كميات معينة من الإنتاج: 

 O1 O2 O3 مركز الإنتاج 

 2401A =1602A =2603A= ( di الطاقة الإنتاجية )العرض 

 

 D1 D2 D3 D4 D5 مركز التوزيع 

 b1=120 b2=150 b3=145 b4=125 b5=140 ( bjالطلب )

 . Cijمن مراكز الإنتاج الثلاثة إلى مراكز التوزيع الخمسة يترتب عليها تحمل تكلفة النقل  Pعملية نقل المنتج 

Cij   تمثل تكلفة نقل الوحدة الواحدة من المنتجP  من مراكز الإنتاجi  إلى مركز التوزيعj  . 

 تكلفة النقل الوحدوية يقدمها الجدول أدناه: 

D5 D4 D3 D2 D1 Cij 

C15=400 C14=500 C13=100 C12=800 C11=100 O1 

C25=700 C24=600 C23=300 C22=500 C21=500 O2 

C35=800 C34=900 C33=500 C32=900 C31=200 O3 

 الواجب نقلها من مراكز الإنتاج إلى مراكز التوزيع.  xijمشكل المؤسسة هو تحديد الكميات 
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II. مسائل النقل:  نمذجة 
 تشكيل جدول مسائل النقل:  .1

يسمى جدول مسألة  تلخيصه في جدول شامل  يمكن  أعلاه،  المثال  النقل حسب  لمسألة  الإنشائي  العرض  إن 

 النقل، يكون كالتالي: 

 01-01للمثال  : جدول مسألة النقل 23الجدول رقم 
ia 5D 4D 3D 2D 1D  

240 

C15=400  C14=500  C13=100  C12=800  C11=100  

1O 
 x15  x14  x13  x12  x11 

160 

C25=700  C24=600  C23=300  C22=500  C21=500  

2O 
 x25  x24  x23  x22  x21 

260 

C35=800  C34=900  C33=500  C32=900  C31=200  
O3  x35  x34  x33  x32  x31 

660 140 125 145 130 120 ib 

يلخص جدول مسائل النقل كامل المسألة، بحيث تظهر فيه تكاليف نقل الوحدة الواحدة من كل وحدة إنتاجية  

توزيع في أعلى كل خانة،  القيم  و   إلى كل مركز  المسألة وهي  البحث عنها، كما    ijXتظهر متغيرات  المراد 

 كذا كمية الطلب لكل منطقة. و تظهر الكميات القصوى التي تعرضها كل وحدة،

 الصياغة الرياضية لمسائل النقل:  .2

 يمكن صياغة مشكل النقل في شكل نموذج رياضي كما يلي: 

  15عددها في مثالنا السابق  و   في مسائل النقل،  متغيرات الأساس  ijX: تمثل القيم  متغيرات الأساستحديد    -أ

 متغيرة قرار، حيث: 

x11   تمثل الكمية الواجب نقلها من مركز الإنتاج :O1  إلى مركز التوزيع D1. 

x43   تمثل الكمية الواجب نقلها من مركز الإنتاج :O4  إلى مركز التوزيع D3. 

 دالة الهدف في هذه الحالة هي عبارة عن تدنئة التكاليف المترتبة عن عملية النقل.     صياغة دالة الهدف:  -ب

= 𝑀𝑖𝑛 𝑍 تكون من الشكل التالي: و ∑ 𝐶𝑖𝑗  𝑥𝑖𝑗 
Min Z =100 x11+800 x12+100 x13+500 x14+400 x15+500 x21+500 x22+300 x23+600 

x24+700 x25+200 x31+900 x32+500 x33+900 x34+800 x35 

 قيود الطلب.و لدينا نوعين من القيود: قيود العرض صياغة القيود:  -جـ

∑قيود العرض:         𝑸𝒊𝒋 = 𝒂𝒊
𝒎
𝒋=𝟏   

x11 + x12 + x13 + x14 + x15 = 240 

x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 160 

x31 + x32 + x33 + x34 + x35 = 260 

∑قيود الطلب:  𝑫𝒊𝒋 = 𝒃𝒊
𝒏
𝒋=𝟏 

x11 + x21 + x31 = 120 

x12 + x22 + x23 = 130 

x13 + x23 + x33 = 145 

x14 + x24 + x34 = 125 

x15 + x25 + x35 = 140 

𝒙𝒊𝒋قيود عدم سلبية المتغيرات:  ≥ 𝟎  
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III. النقل   مسائلحل طرق 
قيم   إيجاد  النقل  مسائل  بحل  الأساسيقصد  هذه   xij  متغيرات  لحل  الرياضي  الأسلوب  فإن  لذلك  المجهولة، 

هي: طريقة  و  التي تتضمن ثلاث طرقو  المسائل يمر بمرحلتين أساسيتين هما: إيجاد الحل الابتدائي الممكن

الزاوية الشمالية الغربية، طريقة التكاليف الدنيا، طريقة فوجل التقريبية، ثم تحسين الحل الابتدائي في المرحلة  

 طريقة عوامل الضرب.و  الثانية وتتضمن هذه المرحلة هي الأخرى طريقتين هما: طريقة المسار المتعرج

   طريقة الزاوية الشمالية الغربية: .1

هي الخلية التي ينطلق منها إيجاد الحل الأساسي  و  إلى اليسار،و  يقصد بها أول خانة في الجدول إلى الأعلى

 بالتطبيق على المثال السابق: و  التاليةيتم ذلك بإتباع المنهجية و  الأول،

مركز التوزيع الأول )أعلى إلى اليسار(، نجد أن طلب مركز التوزيع  و  أول خلية موافقة لمركز الإنتاج الأول

D1    وحدة، بينما حجم العرض    120هوO1    وحدة، فيحصل    240هوD1    وحدة من    120على كافة طلبه

D1،  و ( يتشبع بذلك العمود الأولD1،) يتبقى لمركز الإنتاج  وO1  وحدة.  120كمية تقدر بــ 

، تقدر الكمية المعروضة بـــ D2مركز التوزيع  و  ،O1الموافقة لمركز الإنتاج  و  بالانتقال إلى الخلية المقابلة

الأول،و   وحدة  120 التوزيع  بعد  المتبقية  الكمية  الطلب  و   هي  الكمية  و   وحدة،  130حجم  كل  ستوجه  عليه 

ينبغي على    10هو    2Dيبقى طلب  و  ، فيتشبع السطر الأول،2Dإلى    1Oالمعروضة من     تلبيته،   2Oوحدات 

 هكذا. خطوات هذه الطريقة يلخصها الجدول أدناه: و

 01-01: حل مسألة النقل بطريقة الزاوية الشمالية الغربية للمثال  24الجدول رقم 
ai D5 D4 D3 D2 D1  

240 

120 

400 

/ 

500 

/ 

100 

/ 

800 

120 

100 

120 
1O 

160 

150 

5 

700 

/ 

600 

5 

300 

145 

500 

10 

500 

/ 
2O 

260 

140 

800 

140 

900 

120 

500 

/ 

900 

/ 

200 

/ 

O3 

660 140 125 

120 

145 130 

10 

120 ib 

 فيه: الذي نجد و بذلك نحصل على جدول الحل الأساسي الأول،و

=12011x 1: أي أنO  1يقوم بتموينD  وحدة؛  100وحدة بتكلفة تقدر بـــ  120بمقدار 

=12012x 1: أي أنO  2يقوم بتموينD  وحدة؛  800وحدة بتكلفة تقدر بـــ  120بمقدار 

=1022x 2: أي أنO  2يقوم بتموينD  وحدة؛  500وحدات بتكلفة تقدر بـــ   10بمقدار 

=14523x 2: أي أنO  3يقوم بتموينD  وحدة؛  300وحدة بتكلفة تقدر بـــ  145بمقدار 

=524x 2: أي أنO   4يقوم بتموينD  وحدة؛   600وحدات بتكلفة تقدر بـــ  5بمقدار 

=12034x 3: أي أنO  4يقوم بتموينD  وحدة؛  900وحدة بتكلفة تقدر بـــ  120بمقدار 

=14035x 3: أي أنO  5يقوم بتموينD  وحدة؛  800وحدة بتكلفة تقدر بـــ  140بمقدار 
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لكافة   الإنتاج  كمية  في  الوحدوية  التكلفة  قيمة  الطريقة عن طريق ضرب  هذه  وفق  الكلية  التكلفة  يتم حساب 

 التوزيع، أي: و مراكز الإنتاج

Z=(100 ×120)+(800 ×120)+(500×10)+(300×145)+(600 ×5)+(900×120)+ 

(800 ×140)=379500 

 1  –( n(+عدد الأعمدة ) mعدد المتغيرات الداخلة في الحل )عدد الخلايا المملوءة( = عدد الأسطر )

 طريقة التكاليف الدنيا: .2

تختلف هذه الطريقة عن سابقتها في إيجاد الحل الأساسي الأول، حيث أننا في هذه الطريقة نبدأ بتشبيع الخلايا  

الموالية أو  المساوية  التكلفة  ثم  الجدول،  في  تكلفة  أدنى  من  العرض و   انطلاقا  كل  استيفاء  يتم  حتى  هكذا، 

 (. m+n-1والطلب، بحيث نحصل على عدد متغيرات داخلة في الحل يساوي )

 بالعودة إلى مثالنا السابق، يمكن تطبيق هذه الطريقة كما يلي: و

هي   • الجدول  في  تكلفة  أدنى  أن  الأول  100نلاحظ  المنبع  من  المنتج  نقل  إما  أي   ،1O   المصب إلى 

طريقة الاختيار هنا تعتمد على أكبر قدر و  ،3Dإلى المصب الثالث   1Oأو من المنبع الأول    1Dالأول 

فلو تمت مقارنة طلب كل من المصب الأولمن   تختار  و  الطلب،  المؤسسة حتما سوف  فإن  الثاني، 

الطلب الأكبر لتصريف أكبر قدر من منتجاتها، لذلك يتم إشباع طلب المصب الثالث كليا من المنبع 

 الأول؛ 

، حيث يتم   1Dإلى المصب الأول  1O، أي نقل المنتج من المنبع الأول  100أما التكلفة الموالية فهي   •

بذلك يتشبع السطر الأول، أي أن الكمية  و  وحدة بعد التوزيع،  240وحدة المتبقية من    95تزويده بــ  

 ؛0المعروضة في المنبع الأول 

،  1Dإلى المصب الأول  3Oهي تكلفة نقل المنتج من المنبع الثالث  و   ،200أما التكلفة الموالية فهي   •

وحدة من المنبع    95هي احتياجاته بعد حصوله على  و   وحدة فقط  25وهنا يتم تزويد هذا الأخير بـــ  

 هكذا يتم الانتقال بين الخلايا تصاعديا، كما في الجدول أدناه: و الأول، وبالتالي يتشبع العمود الأول،

 01-01: حل مسألة النقل بطريقة التكاليف الدنيا للمثال 25الجدول رقم  
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 قيمة التكاليف وفق هذه الطريقة هي: 

Z=(100 ×95)+(100 ×145)+(500 ×130)+(600×30)+(200 ×25)+(900×95)+ 

(800 ×140)=309500 
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 فوجل: طريقة .3

تعتبر طريقة فوجل التقريبية )طرقة الفروقات العظمى( من أهم الطرق الثلاث على الإطلاق لما تتميز به هذه 

الأمثل، من  القريب  الحل  أو  الأمثل  للحل  الوصول  على  القدرة  من  تكون طريقة  و  الطريقة  ما  التكلفة  نادرا 

الدنيا وطريقة الزاوية الشمالية الغربية أفضل من طريقة فوجل، إلا أنها تحتاج إلى عمليات حسابية أطول مما  

 تحتاجه الطريقتين السابقتين. وتتلخص خطوات إيجاد الحل الابتدائي لهذه الطريقة كما يلي: 

 في كل عمود؛و حساب الفرق بين أقل تكلفتين في كل صف •

 تحديد الصف أو العمود الذي يمتلك أكبر فرق التكلفة )أعلى جزاء(؛ •

 اختيار الخلية ذات التكلفة الأقل في ذلك الصف أو العمود؛ •

المنبع  • احتياجات المصب مع ما هو متوفر في  نقارن  الثالثة،  الخلية  التي اختيرت في  الخلية  في 

 لنأخذ القيمة الأقل؛ 

الأعمدة • من  لكل  أخرى  مرة  الفرق  حساب  السطر و  الصفوف،و  نعيد  أو  العمود  إلغاء  بعد  ذلك 

 تكرر العملية السابقة إلى أن نلبي احتياجات كل المصبات من المنابع المتاحة.و المشبع،

 بالعودة إلى مثالنا السابق، سنقوم بتطبيق مراحل هذه الطريقة، وفق المراحل التالية: و

الأسطر • على مستوى جميع  تكلفتين  أدنى  بين  الفرق  بحساب  القيم:  و  نقوم  على  فنحصل  الأعمدة 

ـلاث، ونحصل  ـطر الثوى الأسلى مستـ( عـ300=500-200، 200=300-500، 0= 100-100)

القيم: ) -700،  100= 500-600،  200= 100-300،  300= 500-800،  100= 100-200على 

 ( على مستوى الأعمدة؛ 300= 400

قد  و  هي أكبر فرق  300الأسطر، نلاحظ في هذا المثال أن  و  نقوم باختيار أكبر فرق بين الأعمدة •

الأخير السطر  في  الثاني و  تكررت  بينهاو  الخامس، و  العمودين  فرق  أكبر  اختيار  يتم  الذي  و  هنا 

 التي تعبر عن أدنى تكلفة في الجدول؛ 200الذي يوافق و هو السطر الثالث و  يوافق أدنى تكلفة،

عن تكلفة تزويد المصب الأول بالمنتج من المنبع الثالث، لذلك يتم تزويد طلبه    200تعبر الخلية   •

الثالث(،  260وحدة من    120المتمثل في   يتم إشباع المصب الأول و  وحدة )عرض المنبع  بذلك 

 وحدة؛  140يتبقى للمنبع الثالث كمية معروضة تقدر بـــ و  )العمود الأول(،

مشبعا،و • لكونه  النقل  جدول  من  الأول  العمود  إلغاء  يتم  )و  هكذا  تحيين  (  actualisationيتم 

القيم:   على  فنحصل  المتبقية،  التكاليف  بين  الفرق  حساب  بإعادة  في   300،  200،  300الجدول 

في الأعمدة الأربعة المتبقية، نقوم باختيار    300،  100،  200،  300تبقى القيم:  و  الأسطر الثلاث،

 (؛ 100الذي يوافق أدنى تكلفة ) و  (300أكبر فرق )
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عن تكلفة نقل المنتجات من المنبع الأول إلى المصب الثالث، لذلك يتم تزويد هذا  100الخلية تمثل   •

هكذا  و  وحدة معروضة لدى المنبع الأول،  240وحدة من أصل   145الأخير بكل طلبه المتمثل في  

 وحدة؛95يبقى للمنبع الأول كمية معروض تقدر بـــ و  إلغاؤه،و يتم إشباع العمود الثاني،

 نفس الخطوات في كل مرة، نحصل على النتائج المبينة في الجدول أدناه:  وبإتباع •

 01-01: حل مسألة النقل بطريقة فوجل للمثال 27الجدول رقم  
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 الفرق  100

طريقة   تطبيق  عن  نتوقف  لذلك  الخانات،  جميع  ملئ  تم  أنه  أعلاه  الجدول  من  تم  و   ،Vogelانطلاقا  عليه 

 الحصول على حل الأساس المقبول: 

 ( m+n-1= )07عددها و  متغيرات الأساس الموجبة: -

x13=145,    x15=95,    x22=130,    x24=30,    x31=120,    x34=95,  x35=45 

 .متغيرات الأساستمثل باقي و  الأساس المعدومة:متغيرات خارج  -

 للتحقق منها.  الهيكليةعلى مستوى القيود  متغيرات الأساسبعدها نقوم بتعويض قيم 

قيم   بتعويض  أيضا  نقوم  الهدف  دالة  قيمة  على  الحصول  الأساسوبغرض  نموذج    متغيرات  هدف  دالة  في 

 النقل، فنحصل على: 

Z =100 (0)+800 (0)+100 (145)+500 (0)+400 (95)+500 (0)+500 (130)+300 (0)+600 

(30)+700 (0)+200 (120)+900 (0)+500 (0)+900 (95)+800 (45)=281000 

طريقة   باستخدام  عليها  المحصل  الهدف  دالة  للنقل  Vogel   (281000قيمة  الإجمالية  التكلفة  من  أقل   )

أقل أيضا من التكلفة الإجمالية المحصل عليها بطريقة  و  (،309500المحصل عليها بطريقة التكاليف الدنيا )

 (. 379500الزاوية الشمالية الغربية ) 

العرض ملاحظة تساوي  المتوازن أي في حالة عدم  النموذج غير  الكمية  و  : في حالة  تتم إضافة  فإنه  الطلب 

حالة العرض أقل من الطلب( في سطر جديد بتكاليف معدومة، أو إضافة الكمية المطلوبة في  المعروضة )في  

 عمود جديد )في حالة الطلب أقل من العرض( في عمود جديد بتكاليف معدومة. 
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IV. تحسين الحل الابتدائي 

 طريقة عوامل الضرب.و طريقة المسار المتعرجتتضمن هذه المرحلة طريقتين هما: و

 طريقة المسار المتعرج:   .1

يتم في هذه الطريقة اختبار الخلايا الفارغة الموجودة في مصفوفة الحل الابتدائي الذي تم التوصل إليه بإحدى  

إليها، و  الطرق السابقة، النقل  يتم  لم  الفارغة تلك المربعات الموجودة في المصفوفة والتي  بالخلايا  المقصود 

 يمكن تلخيص هذه الطريقة في الخطوات التالية: و ،ijX 0 =أي التي تحتوي على 

 رسم مسارات الخلايا الفارغة؛ و يتم تحديد  -

 يتم حساب القيم الجبرية للخلايا الفارغة؛ -

ذلك بأخذ  و  تتم دراسة مسارها،و  يتم اختيار الخلية الفارغة التي تحمل القيمة الجبرية الأشد سلبية -

بالتناوب +،   يتم اختيار أصغر قيمة من بين الزوايا التي تحمل و  ، + ...(-مسار مغلق )إشارته 

 (؛ -الإشارة )

للصفر  - مساوية  أو  موجبة  تكون  للخلايا  جبرية  قيم  إلى  الوصول  غاية  إلى  العمليات  هذه    تكرر 

 الذي يعني الوصول إلى الحل الأمثل. و

المملوءة  ملاحظة: بالخلايا  مرورا  الفارغة  الخلية  من  ينطلق  قائمة و  المسار  زوايا  مشكلة  مستقيمة  بخطوط 

 وصولا إلى نفس الخلية. 

 ليكن لدينا نموذج النقل التالي: : 01-02مثال 

 01-02: مسألة النقل للمثال 28الجدول رقم 
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من ثم  و  سنقوم بحل هذا المثال باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية للحصول على الحل الابتدائي  أولا:

 تحسين الحل باستخدام المسار المتعرج.

 01-02: حل مسألة النقل باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية للمثال 29الجدول رقم 
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 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي: 

Z =2 (40)+5 (50)+2 (80)+1 (30)+5 (40) = 720 
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 ينبغي علينا التأكد من عدد الخلايا المملوءة.لكن قبل ذلك و سنقوم بتحسين الحل الابتدائي،ثانيا: 

يساوي   المملوءة  الخلايا  يساوي  و  ،5عدد  لا  كمية  (m+n-1)=  6=1-3+4هذا  مملوءة  لخلية  نضيف  لهذا   ،

 معدومة مساوية للصفر، كما يلي: 

 01-02: حل مسألة النقل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال  30الجدول رقم 
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 خلايا غير مملوءة يتم حساب قيمها الجبرية كما يلي:  6وبذلك نتحصل على خلايا  

 01-02: حل مسألة النقل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال  31الجدول رقم 
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x13 = 3 – 5 + 1 – 2 = - 3 

x14 = 1 – 5 + 1 – 2 + 1 – 5 = -9 

x21 = 3 – 2 + 5 – 1 = 5 

x24 = 4 – 5 + 1 – 2 = -2 

x31 = 4 – 2 + 5 – 1 + 2 – 1 = 7 

x32 = 2 – 1 + 2 – 1 = 2 

ن من تخفيض التكاليف بمقدار    14x بالنظر إلى القيم الجبرية نلاحظ أن الخلية    9هي الأشد سالبية حيث تمك ِّ

 بالتالي سندرس مسارها: و  لكل وحدة منقولة عبرها،

 

  

  

0 50-  

0 
80-  

30+  40-  



  د/عيسى دراجيأ.            محاضرات في بحوث العمليات

87 

 يصبح المسار و  الفارغة هذه القيمة  x14، إذا ستأخذ الخلية  (min : 40, 80, 50)=40بما أن أقل كمية هي  
 كالتالي:

  

  

 

 عليه يصبح جدول النقل كالتالي: و

 01-02المتعرج للمثال  : تحسين الحل باستخدام طريقة المسار 32الجدول رقم 
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 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي: 

Z =2 (40)+5 (10)+1 (40)+1 (80)+1 (70) +5 (0) = 360 

 (. 360=   360 –  720وحدة نقدية )  360أننا وفرنا نلاحظ في هذه الحالة 

 ( m+n-1يتم تكرار العملية السابقة لاختيار الخلايا الفارغة بعد التأكد من أن عدد الخلايا المملوءة هي: )

x13 = 3 – 5 + 1 – 2 = - 3 

x21 = 3 – 2 + 5 – 1 = 5 

x24 = 4 – 1 + 5 – 1 = 7 

x31 = 4 – 1 + 2 – 1 + 5 – 2 = 7 

x32 = 2 – 1 + 2 – 1 = 2 

x34 = 5 – 1 + 5 – 1+ 2 – 1 = 9 

الخلية      أن  )  13xنلاحظ  بمقدار  التكاليف  تخفيض  في  منقولة،-3ستساهم  وحدة  لكل  دراسة و   (  يجب  عليه 

 مسارها. 

 

 

 

40 
40 

70 0 

10 40 

0 

40-  

10-  
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هي      قيمة  أقل  أن  الفارغة  min) (10 ,40 :=10بما  الخلية  ستأخذ  إذا   ،13x  القيمة المسار  و  هذه  يصبح 

 كالتالي: 

 

 

 

 عليه يصبح جدول النقل كالتالي: و

 01-02: تحسين الحل باستخدام طريقة المسار المتعرج للمثال  33الجدول رقم 
ia 4D 3D 2D 1D  

90 

1 

40 

3 

10 

5 

/ 

2 

40 
1O 

80 4 

/ 

2 

30 

1 

50 

3 

/ 
2O 

70 5 

/ 

1 

70 

2 

/ 

4 

/ 
O3 

240 40 110 50 40 ib 

 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي: 

Z =2 (40)+5 (10)+3 (10)+1 (40)+1 (50) +2 (30) +1 (70) = 330 

 (. 30=  330 –  360وحدة نقدية )  30نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 

 ( m+n-1الفارغة بعد التأكد من أن عدد الخلايا المملوءة هي: )يتم تكرار العملية السابقة لاختيار الخلايا 

x12 = 5 – 3 + 2 – 1 = 3 

x21 = 3 – 2 + 3 – 2 = 2 

x24 = 4 – 1 + 3 – 1 = 4 

x31 = 4 – 1 + 3 – 2 = 4 

x32 = 2 – 1 + 2 – 1 = 2 

x34 = 5 – 1 + 3 – 1= 6 

الأمثل، الحل  إليه هو  المتوصل  الحل  أن  يعني  الجبرية موجبة، مما  القيم  أن جميع  تكلفة  و  نلاحظ  فإن  عليه 

 و.ن.  330النقل في هذه الحالة تساوي  

 طريقة عوامل الضرب )التوزيع المعدل(:  .2

الحل الأولي، أمثلية  الطريقة لاختبار  أكفأ من سابقتها،و  تستخدم هذه  تكوين مسارات  و  هي  تعتمد على  التي 

الأساسية غير  للمتغيرات  ثم  و  مغلقة  تكاليف  من  تقليل مجموع  في  يساهم  الذي  الأساسي  المتغير غير  إيجاد 

تكاليف   تقليل مجموع  في  يساهم  الذي  الأساسي  غير  المتغير  تحديد  قادرة على  فهي  الطريقة  هذه  أما  النقل، 

 تتلخص هذه الطريقة فيما يلي: و  النقل مباشرة،

10 

30 

0 

50 
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 ؛jVنرمز لكل عمود )مركز التوزيع( بالرمز و  ،iUنرمز لكل سطر )الوحدة الإنتاجية( بالرمز   •

 ل متغيرة أساسية )الخلايا المملوءة( في جدول النقل تكتب بصيغة المعادلة التالية: ك •

Ui=0 مع         Cij = Ui + Vi 

 بصيغة المعادلة التالية: كل متغيرة غير أساسية )الخلايا الفارغة( في جدول النقل تكتب  •

C′ij = Cij – Vj – Ui 

 . iVو  iU والمطلوب تحديد قيم المجاهيل

تتم دراسة مسارها وفقا للقاعدة المعروفة  و   نختار الخلية الفارغة التي تحمل القيمة الجبرية الأشد سالبية

 في الطريقة السابقة؛ 

 موجبة أو معدومة. يتم تكرار هذه العملية إلى غاية الوصول إلى قيم جبرية  .1

بعد الوصول إلى الحل المقبول باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية، سنقوم و   بأخذ نفس المثال السابق،

 الخلايا الفارغة. و بتحسينه بالاعتماد على طريقة عوامل الضرب، بدءً بتحديد معادلتي الخلايا المملوءة 

 i+ V i= U ijC مع     0iU=أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    

C11 = U1 + V1   ⇒  2 = 0 + V1  ⇒ V1 = 2 

C12 = U1 + V2   ⇒  5 = 0 + V2  ⇒ V2 = 5 

C22 = U2 + V2   ⇒  1 = U2  + 5  ⇒ U2 = - 4 

C23 = U2 + V3  ⇒  2 = - 4  + V3 ⇒ V3 = 6 

C33 = U3 + V3  ⇒  1 = U3  + 6 ⇒ U3 = -5 

C34 = U3 + V4  ⇒  5 = -5  + V4  ⇒ V4 = 10 

 ′iU – jV – ij= C ijCثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:            

C′13 = C13 – V3 – U1   ⇒   C′13 =3 – 6 – 0  ⇒   C′13 = - 3 

 C′14 = C14 – V4 – U1   ⇒   C′14 =1 – 10 – 0  ⇒   C′14 = - 9 

C′21 = C21 – V1 – U2   ⇒   C′21 =3 – 2 – (- 4)  ⇒   C′21 = 5 

C′24 = C24 – V4 – U2   ⇒   C′24 =4 – 10 – (- 4)  ⇒   C′24 = - 2 

 C′31 = C31 – V1 – U3   ⇒   C′31 =4 – 2 – (- 5)  ⇒   C′31 = 7 

 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =2 – 5 – (- 5)  ⇒   C′32 = 2  

 لأنها تتحمل القيمة الجبرية الأشد سالبية، لذلك ندرس مسارها بنفس الطريقة السابقة:  14xيتم اختيار الخلية     

 

  

  

يصبح المسار و  هذه القيمة  14x، إذا ستأخذ الخلية الفارغة  min) (50 ,80 ,40 :=  40أن أقل قيمة هي  بما  

 كالتالي:     

0 
80 

03  40 

05  0 
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 ليصبح جدول النقل كالتالي: 

 01-02: تحسين الحل باستخدام طريقة عوامل الضرب للمثال 34الجدول رقم 
ia 4D 3D 2D 1D  

90 

1 

/ 

3 

/ 

5 

10 

2 

40 
1O 

80 

4 

/ 

2 

40 

1 

40 

3 

/ 
2O 

70 

5 

0 

1 

70 

2 

/ 

4 

/ 
O3 

240 40 110 50 40 ib 

 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي: 

Z =2 (40)+5 (10)+ 2 (40)+1 (70) +5 (0) = 360 

 (. 360=   360 –  720وحدة نقدية )  360نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 

 Cij = Ui + Viمع      Ui=0أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    
C11 = U1 + V1   ⇒  2 = 0 + V1  ⇒ V1 = 2 

C12 = U1 + V2   ⇒  5 = 0 + V2  ⇒ V2 = 5 

C22 = U2 + V2   ⇒  1 = U2 + 5  ⇒ U2 = - 4 

C23 = U2 + V3  ⇒  2 = - 4  + V3  ⇒ V3 = 6 

C33 = U3 + V3  ⇒  1 = U3 + 6  ⇒ U3 = - 5 

C14 = U1 + V4  ⇒  1 = 0  + V4  ⇒ V4 = 1 

 ′iU – jV – ij= C ijCثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:            
C′13 = C13 – V3 – U1   ⇒   C′13 =3 – 6 – 0  ⇒   C′13 = - 3 

 C′21 = C21 – V1 – U2   ⇒   C′21 =3 – 2 – (- 4)  ⇒   C′21 =  5 

C′24 = C24 – V4 – U2   ⇒   C′24 =4 – 1 – (- 4)  ⇒   C′24 = 7 

C′31 = C31 – V1 – U3   ⇒   C′31 =4 – 2 – (- 5)  ⇒   C′31 =  7 

 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =2 – 5 – (- 5)  ⇒   C′32 = 2 

 C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =5 – 1 – (- 5)  ⇒   C′34 = 9 

 التي تتم دراسة مسارها: و  13xهي الخلية و  الحل المتوصل إليه ليس أمثلا، لذا نختار الخلية الأشد سالبية
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 يصبح المسار كالتالي: و هذه القيمة   13x، إذا ستأخذ الخلية الفارغة min) (40 ,10 :=10بما أن أقل قيمة هي 

 

 

 

 عليه يصبح جدول النقل كالتالي: و

 01-02باستخدام طريقة عوامل الضرب للمثال : تحسين الحل 35الجدول رقم 
ia 4D 3D 2D 1D  

90 1  3  5  2  1O 

 40  10  /  40 

80 4  2  1  3  2O 

 /  30  50  / 

70 5  1  2  4  3O 

   70     
240 40 110 50 40 ib 

 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي: 

Z =2 (40)+5 (10)+3 (10)+1 (40)+1 (50) +2 (30) +1 (70) = 330 

 (. 30=  330 –  360وحدة نقدية )  30نلاحظ في هذه الحالة أننا وفرنا 

 Cij = Ui + Vi مع      Ui=0أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    
C11 = U1 + V1   ⇒  2 = 0 + V1  ⇒ V1 = 2 

C22 = U2 + V2   ⇒  1 = - 1 + V2  ⇒ V2 = 2 

C23 = U2 + V3   ⇒  2 = U2  + 3  ⇒ U2 = - 1 

C33 = U3 + V3  ⇒  1 = U3  + 3 ⇒ U3 = - 2 

C14 = U1 + V4  ⇒  1 = 0  + V4  ⇒ V4 = 1 

C13 = U1 + V3  ⇒  3 = 0  + V3  ⇒ V3 = 3 

 C′ij = Cij – Vj – Ui           ثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة: 
C′12 = C12 – V2 – U1   ⇒   C′12 =5 – 2 – 0  ⇒   C′12 =  3 

 C′21 = C21 – V1 – U2   ⇒   C′21 =3 – 2 – (- 1)  ⇒   C′21 =  2 

C′24 = C24 – V4 – U2   ⇒   C′24 =4 – 1 – (- 1)  ⇒   C′24 = 4 

C′31 = C31 – V1 – U3   ⇒   C′31 =4 – 2 – (- 2)  ⇒   C′31 =  4 

 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =2 – 2 – (- 2)  ⇒   C′32 = 2 

 C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =5 – 1 – (- 2)  ⇒   C′34 = 6 

عليه فإن تكلفة  و   نلاحظ أن جميع القيم الجبرية للخلايا الفارغة موجبة، مما يعني الوصول إلى الحل الأمثل،   

 و.ن.  330النقل المحصل عليها تساوي 

V.  :ملخص خوارزمية حل مسائل النقل 

 مسائل النقل في الخطوات التالية: يمكن تلخيص خوارزمية حل 

 بناء جدول الحل الأساسي الأول بحيث:  .أ

 تظهر فيه تكاليف النقل من كل منبع إلى كل مصب؛  •

منبع، • كل  عرض  مع و   كميات  العرض  مجموع  يتساوى  بحيث  مصب،  كل  طلب  كميات 

 مجموع الطلب؛ 
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طريقة إيجاد الحل الأساسي الأول، بإحدى الطرق: الزاوية الشمالية الغربية، التكاليف الدنيا أو   .ب 

 فوجل. 

 . m+n-1يجب أن يكون عدد الخلايا الداخلة في الحل محققا للشرط  •

 ذلك إما بطريقة المسار المتعرج أو طريقة التوزيع المعدل؛ و نختبر الحل إذا كان أمثلا أم لا، •

 ؛ C′ij = Cij – Vj – Ui ≥ 0نكون أمام الحل الأمثل إذا كان كل:  •

إذا كان الحل غير أمثل فنقوم بتحسينه، ثم نعود من جديد للخطوة السابقة، أما إن كان أمثلا   •

 فنقوم بشرحه.

VI. :مسائل النقل في حالة التعظيم 

التدنية، النقل على حالة  تقتصر استخدامات مسائل  إلى حالة  و  لا  ذلك  يتعدى  أيضاإنما  الحالة  و   التعظيم  هي 

التي يتم فيها البحث عن أعظم ربح أو عائد في وجود نفس الشروط، فيتم استبدال تكاليف نقل الوحدة الواحدة 

 تختلف هذه الحالة عن سابقتها في النقاط التالية: و بالربح المحصل عليه من نقل الوحدة الواحدة.

التكاليف، أما في حالة   • التكلفة كان يتم اختيار أقل تكلفة بهدف تخفيض  عند استخدام طريقة 

تسمى هذه الطريقة بطريقة تعظيم  و  الأرباح فيتم اختيار أكبر خلية في الجدول لنبدأ الحل بها،

 الأرباح؛ 

سطر  • لكل  تكلفتين  أصغر  بين  الفرق  حساب  يتم  كان  التقريبية  فوجل  طريقة  استخدام   عند 

في  و  عمود و أما  التكاليف،  تخفيض  بهدف  أكبر ذلك  بين  الفرق  حساب  فيتم  التعظيم  حالة 

 يلي ذلك اختيار أكبر فرق، ليتم بعدها تحديد الخلية الكبرى؛و  عمود و  رقمين لكل سطر

 اختيار الخلية التي تحمل أكبر قيمة موجبة؛ و عند استخدام طرق تحسين الحل يتم تقييم •

 الحل الأمثل يكون عند الحصول على قيم جبرية سالبة أو معدومة للخلايا الفارغة.   •

 مخازن:  3و  مصانع 3لتكن لدينا المعطيات التالية عن مؤسسة إنتاجية، تحتوي على  : 02-02مثال 
 تكلفة النقل

 المصانع عدد الوحدات  تكلفة الإنتاج 
3D 2D 1D 

50 80 60 200 2000 1O 

100 30 100 280 2500 2O 

70 120 80 300 1800 O3 

إذا كان و  وحدة،  2000و  2400،  1600الوحدات المطلوبة للمخازن هو على التوالي كالتالي:  إذا كان عدد  

 و.ن. 400و.ن،  240و.ن،   450السعر الوحدوي في المخازن الثلاث هو على التوالي كالتالي:  

 تحديد عدد الوحدات الواجب نقلها من كل مصنع إلى كل مخزن بشرط تحقيق أعظم ربح. المطلوب:

 تشكيل جدول النقل: 

 02-02: تشكيل جدول النقل للمثال  36الجدول رقم 
ia 3D 2D 1D  

2000 13  12  11  1O 

      
2500 23  22  21  2O 

      
1800 33  32  31  3O 

      
6300 

 6000 
2000 2400 1600 ib 

 

إضافة عمود آخر وهمي للطلب، فيصبح  ما يلاحظ من الجدول أعلاه أن النموذج غير متوازن، ما يستوجب  

 جدول النقل كالتالي: 
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 02-02: تشكيل جدول النقل للمثال  37الجدول رقم 
ia 4D 3D 2D 1D  

2000 0  13  12  11  1O 

        
2500 0  23  22  21  2O 

        
1800 0  33  32  31  3O 

        
6300 

 6300 
300 2000 2400 1600 ib 

الوحدويةبما   الأرباح  بحساب  فسنقوم  الأرباح  تعظيم  بصدد  الحالة  هذه  في  بالرمز  و  أننا  لها  نرمز   ijpالتي 

 حيث:  

 )و في حالة وجود خسارة تشُطب الخلية(؛  التكاليف الوحدوية الكلية –الربح = سعر البيع الوحدوي 

 التكاليف الوحدوية الكلية = تكاليف الإنتاج الوحدوية + تكاليف النقل الوحدوية. 

 التكاليف الوحدوية الكلية:

𝑂1
𝑂2
𝑂3

(

(200 + 60) (200 + 80) (200 + 50)

(280 + 100) (280 + 30) (280 + 100)
(300 + 80) (300 + 120) (300 + 70)

) → (
260 280 250
380 310 380
380 420 370

) 

 الربح الوحدوي: 

𝐷1
𝐷2
𝐷3

(

(450 − 260) (420 − 280) (400 + 250)
(450 − 380) (420 − 310) (400 + 380)
(450 − 380) (420 − 420) (400 + 370)

) → (
190 140 150
70 110 20
70 0 30

) 

 يصبح جدول النقل كالتالي:  وعليه

 02-02: تشكيل جدول النقل للمثال  38الجدول رقم 
ia 4D 3D 2D 1D  

2000 0  150  140  190  1O 

        
2500 0  20  110  70  2O 

        
1800 0  30  0  70  3O 

        
6300 

 6300 
300 2000 2400 1600 ib 

 إيجاد الحل الابتدائي الأساس باستخدام طريقة الربح الأعظم:
 02-02: الحل الابتدائي الأساس باستخدام طريقة الربح الأعظم للمثال  39الجدول رقم 

ia 4D 3D 2D 1D  
2000 0  150  140  190  1O 

  /  400   /  1600 

2500 0  20  110  70  2O 

 100   /  2400   / 

1800 0  30  0  70  3O 

 200  1600   /   / 

6300 

 6300 
300 2000 2400 1600 ib 
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 قيمة دالة الهدف في هذه الحالة هي: 

Z =190 (1600)+150 (400)+110 (2400)+0 (100)+30 (1600) +0 (200) = 676000 

 .  m+n-1 = 6عدد الخلايا المملوءة 

 الابتدائي )استخدام طريقة المسار الحرج(:تحسين الحل 

 x 31, x 23, x 21, x 14, x 12x ,32 تحديد الخلايا الفارغة:  

 حساب القيم الفارغة للخلايا الفارغة:  

x12 = 140 – 150 + 30 – 0 + 0 – 110 = - 90 

x14 = 0 – 0 + 30 – 150 = -120 

x21 =70 – 190 + 150 – 30 + 0 – 0 = 0 

x23 = 20 – 30 + 0 – 0 = -10 

x31 = 70 – 190 + 150 – 30 = 0 

x32 = 0 – 110 + 0 – 0 = -110 

 نلاحظ أن جميع القيم الجبرية للخلايا الفارغة سالبة مما يعني الوصول إلى الحل الأمثل الذي يعظم الأرباح. 

VII. الشبكةمسائل النقل بنظرية  تمثيل : 

الاقتصادية المسائل  من  كثير  بحل  النقل  شبكات  أسلوب  المسافرين  و  يهتم  نقل  مسائل  خاصة  منها،  التقنية 

من أجل معالجة مختلف الجوانب المتعلقة بهذه المسائل نلجأ إلى و  توزيع مختلف المواد،و   والبضائع أو نقل

 استخدام تقنية الشبكات. 

مسألة   ، المثلى  القيمة  ذات  المسارات  عن  البحث  مسائل  ذكر  يمكن  النقل  شبكات  نظرية  تطبيقات  بين  من 

 غيرها. و  التدفق الأعظم عبر الشبكة مسألة المسافر التجاري

بالرؤوس  الشبكة: .1 تسمى  العناصر  من  مجموعة  على  يحتوي  هيكل  العناصر  و  هو  من  أخرى  مجموعة 

الأسهم بأقواس. وتنقسم  و  تمثل الرؤوس على الرسم بنقاط  U(X)يرمز للشبكة بالرمز  و  تسمى بالأقواس

 الشبكات إلى: 

   :الكاملة الرؤوس الأخرى على  الشبكة  بكل من  الرؤوس مرتبط  أي رأس من  فيه  يكون  هيكل  هو 

 مرة واحدة.

   :السير  الشبكة الموجهة بمعنى أن  هي هيكل يتكون من رؤوس تربطها أسهم موجهة، 

 الأسهم.فيها يخضع لاتجاه 
 :الموجهة النوع من    الشبكة غير  هذا  أسهم غير موجهة، في  تربطها  يتكون من رؤوس  هيكل  هي 

 الشبكات يسمى السهم الذي يربط أي رأسين "بالحد". 

في أي شبكة نسمي مسارا كل سلسلة متصلة من الأسهم التي يكون فيها الطرف النهائي لكل منها المسار:   .2

 الابتدائي للسهم الذي يليه، ما عدا السهم الأخير. هو عبارة عن الطرف 

التوزيع بين مراكز  تربط  التي  النقل  مسارات  من  مختلفة  أنواع  بين  التمييز  يمكن  النقل  مسائل  مراكز و  في 

 ذلك على أساس الاعتبارين التاليين: و  الاستلام

 عدد مراحل النقل )مسارات النقل ذات المرحلة الواحدة، مسارات النقل متعددة المراحل(؛   الاعتبار الأول:

النقل المفتوح، ففي حالة النقل و  توازن كمية العرض مع كمية الطلب، ما يسمى بالنقل المغلق  الاعتبار الثاني:

إدخال  في  نفكر  يجعلنا  مما  التوازن،  يتحقق  فلا  المفتوح  النقل  حالة  في  أما  موجوداً،  التوازن  يكون  المغلق 

 مركز استلام أو مركز توزيع وهمي. 
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 الأشكال أدناه توضح أنواع المسارات:و

 : مسارات نقل ذات مرحلة واحدة 05الشكل رقم 

 مراكز الاستلام                       مراكز التوزيع 

 

        

 

 

 : مسارات نقل ذات مراحل متعددة 06الشكل رقم 

 مراكز الاستلام                              المراكز الوسيطية                              مراكز التوزيع 

 

 

 

 

للسهم الأول،   المسار الذي يكون فيه الطرف النهائي للسهم الأخير هو عبارة عن الطرف الابتدائي  الحلقة: .3

الأسهم   عنها  تعبر  التي  القيم  مجموع  عن  عبارة  هو  مسار  أي  طول  الحلقة.  أو  المغلق  بالمسار  يسمى 

 تسمى عادة بالقيم المرافقة. و المشكلة

، Fordلذلك توجد عدة طرق تستعمل من أجل استخراج قيمة المسار ذو القيمة الأصغر، من بينها: طريقة  و

 (. FLOYD، طريقة المصفوفات )G.DANTZIG، طريقة  R.BELLMANطريقة 

 مارين محلولة: ت .4

 : التمرين الأول 

من   معين  منتج  لنقل  الوحدوية  النقل  تكاليف  يقدم  أدناه  إلى  مراكز    03الجدول  توزيع،    04إنتاج  مراكز 

 طلب كل مركز توزيع.و  بالإضافة إلى عرض كل مركز إنتاج
iA 4D 3D 2D 1D  

500 06 04 13 12 1O 

700 11 10 04 06 2O 

800 04 12 09 10 O3 

 500 200 900 400 ib 

 

ل جدول النقل الموافق لهذه المسألة؛ -1:المطلوب  انطلاقا من معطيات مسألة النقل أعلاه شك ِّ

 قدم نموذج النقل الموافق لجدول النقل المتوصل إليه؛ -2

كذا قيمة دالة الهدف  و  أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة الزاوية الشمالية الغربية،  -3

 الموافقة له؛

 كذا قيمة دالة الهدف الموافقة له؛و أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا، -4

 كذا قيمة دالة الهدف الموافقة له.و  أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة فوجل، -5

A1 A1 

 
A2 

 

B2 

 
A3 

 

B3 

 

A1 

A2 

A3 

B1 

B2 

B3 

I1 

I2 
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 : حل التمرين الأول

 تشكيل جدول النقل:  -1
ia 4D 3D 2D 1D  

500 06  04  13  12  1O 

 14X  13X  12X  11X 

700 11  10  04  06  2O 

 24X  23X  22X  21X 

800 04  12  09  10  3O 

 34X  33X  32X  31X 

2000 500 200 900 400 ib 

 : صياغة نموذج النقل  -2

MinZ=12x11+13x12+4x13+6x14+6x21+4x22+10x23+11x24+10x31+9x32+12x3

3+4x34 

 قيود العرض:   

x11 + x12 + x13 + x14 + x15 = 500 

x21 + x22 + x23 + x24 + x25 = 700 

x31 + x32 + x33 + x34 + x35 = 800 

 قيود الطلب: 

x11 + x21 + x31 = 400 

x12 + x22 + x23 = 900 

x13 + x23 + x33 = 200 

x14 + x24 + x34 = 500 

𝒙𝒊𝒋قيود عدم سلبية المتغيرات:  ≥ 𝟎  

 الشمالية الغربية: إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة الزاوية  -3
ia 4D 3D 2D 1D  

500 06  04  13  12  1O 

 /  /  100  400 

700 11  10  04  06  2O 

 /  /  700  / 

800 04  12  09  10  3O 

 500  200  100  / 

2000 500 200 900 400 ib 
Min Z =12 (400)+13 (100)+4 (0)+6 (0) +6 (0)+4 (700)+10 (0)+11 (0) +10 (0)+9 (100)+12 

(200)+4 (500) = 14200 

 إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا: -4
ia 4D 3D 2D 1D  

500 06  04  13  12  1O 

 /  200  /  300 

700 11  10  04  06  2O 

 /  /  700  / 

800 04  12  09  10  3O 

 500  /  200  100 

2000 500 200 900 400 ib 
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Min Z =12 (300)+13 (0)+4 (200)+6 (0) +6 (0)+4 (700)+10 (0)+11 (0) +10 (100)+9 (200)+12 

(0)+4 (500) = 10400 

 إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة فوجل:  -5
  ia 4D 3D 2D 1D لفرق ا

2  

6 
500 

300 

0 

06  04  13  12  1O 

 300  200  /  / 

2 

2 

2 

700 

0 
11  10  04  06  2O 

 /  /    / 

5 

5 

1 

800 

600 

400 

04  12  09  10  3O 

 200  /  200  400 

  

2000 

500 

200 

0 

200 

0 
900 

200 

0 

400 

0 
ib 

  2 

2 

7 

6 5 

5 

5 

4 

4 

4 

 الفرق 

Min Z =12 (0)+13 (0)+4 (200)+6 (300) +6 (0)+4 (700)+10 (0)+11 (0) 

 +10 (400)+9 (200)+12 (0)+4 (200) = 12000 

 : التمرين الثاني

 الجدول أدناه يقدم معطيات لمسألة نقل ما.  

iA 4D 3D 2D 1D  

130 10 15 17 20 1O 

50 13 18 14 16 2O 

100 19 11 15 12 O3 

 120 80 40 40 ib 

ل جدول النقل الموافق لهذه المسألة؛ -1:المطلوب  انطلاقا من معطيات مسألة النقل أعلاه شك ِّ

 أوجد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا؛ -2

 أوجد الحل الأمثل لنموذج النقل المتوصل إليه باستخدام طريقة عوامل الضرب. -3

 : حل التمرين الثاني

 تشكيل جدول النقل:  -1

 
ia 4D 3D 2D 1D  

130 10  15  17  20  1O 

 14X  13X  12X  11X 

50 13  18  14  16  2O 

 24X  23X  22X  21X 

100 19  11  15  12  3O 

 34X  33X  32X  31X 

280 120 80 40 40 ib 
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 إيجاد حل الأساس المقبول باستخدام طريقة التكاليف الدنيا: -2
ia 4D 3D 2D 1D  

130 

10 

0 

10  15  17  20  1O 

 120   /  /  10 

50 

10 

0 

13  18  14  16  2O 

  /  /  40  10 

100 

20 

0 

19  11  15  12  3O 

 /  80   /  20 

280 
120 

0 

80 

0 

40 

0 

40 

20 

010 

ib 

Min Z =20 (10)+17(0)+15(0)+10 (120)+16 (10)+14 (40) +18 (0)+13 

(0)+12 (20)+15 (0) +11 (80)+19 (0) = 3240 

 إيجاد الحل الأمثل لنموذج النقل المتوصل إليه:  -3

 i+ V i= U ijC مع     0iU=أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    

C11 = U1 + V1   ⇒  20 = 0 + V1  ⇒ V1 = 20 

C14 = U1 + V4   ⇒  10 = 0 + V4  ⇒ V4 = 10 

C21 = U2 + V1   ⇒  16 = U2  + 20  ⇒ U2 = - 4 

C22 = U2 + V2  ⇒  14 = -4  + V2  ⇒ V2 = 18 

C31 = U3 + V1  ⇒  12 = U3 + 20  ⇒ U3 = - 8 

C33 = U3 + V3  ⇒  11 = -8  + V3  ⇒ V3 = 19 

 ′iU – jV – ij= C ijCثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:            

C′12 = C12 – V2 – U1   ⇒   C′12 =17 – 18 – 0  ⇒   C′12 =  - 1 

 C′13 = C13 – V3 – U1   ⇒   C′13 =15 – 19 – 0  ⇒   C′13 =  - 4 

C′23 = C23 – V3 – U2   ⇒   C′23 =18 – 19 – (- 4)  ⇒   C′23 = 3 

C′24 = C24 – V4 – U2  ⇒   C′24 =13 – 10 – (- 4)  ⇒   C′24 =  7 

 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =15 – 18 – (- 8)  ⇒   C′32 = 5 

C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =19 – 10 – (- 8)  ⇒   C′34 = 17 

 التي تتم دراسة مسارها: و  13xهي الخلية و  الحل المتوصل إليه ليس أمثلا، لذا نختار الخلية الأشد سالبية   

 

 

 يصبح المسار كالتالي: و هذه القيمة   13x، إذا ستأخذ الخلية الفارغة min) (80 ,10 :=10بما أن أقل قيمة هي 

 

 

0 

+80 

+10 

-20 

10 

70 

0 

30 
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 عليه يصبح جدول النقل كالتالي: و
ia 4D 3D 2D 1D  

130 10  15  17  20  1O 

 120  10  /  / 
50 13  18  14  16  2O 

  /  /  40  10 
100 19  11  15  12  3O 

 /  70   /  30 
280 120 80 40 40 ib 

Min Z =20 (0)+17(0)+15(10)+10 (120)+16 (10)+14 (40) +18 (0)+13 (0)+12 

(30)+15 (0) +11 (70)+19 (0) = 3200 

 i+ V i= U ijC مع     0iU=أولا: تحديد معادلة الخلايا المملوءة:    

C13 = U1 + V3   ⇒  15 = 0 + V3  ⇒ V3 = 15 

C14 = U1 + V4   ⇒  10 = 0 + V4  ⇒ V4 = 10 

C33 = U3 + V3   ⇒  11 = U2  + 15  ⇒ U3 = - 4 

C31 = U3 + V1  ⇒  12 = -4  + V1  ⇒ V1 = 16 

C21 = U2 + V1  ⇒  16 = U2 + 16  ⇒ U2 =  0 

C22 = U2 + V2  ⇒  14 = 0  + V2  ⇒ V3 = 14 

 ′iU – jV – ij= C ijCثانيا: تحديد معادلة الخلايا الفارغة:            

C′11 = C11 – V1 – U1   ⇒   C′11 =20 – 16 – 0  ⇒   C′11 =  4 

 C′12 = C12 – V1 – U2   ⇒   C′12 =17 – 14 – 0  ⇒   C′12 =   3 

C′23 = C23 – V3 – U2   ⇒   C′23 =18 – 15 – (0)  ⇒   C′23 = 3 

C′24 = C24 – V4 – U2  ⇒   C′24 =13 – 10 – (0)  ⇒   C′24 =  3 

 C′32 = C32 – V2 – U3   ⇒   C′32 =15 – 14 – (- 4)  ⇒   C′32 = 5 

C′34 = C34 – V4 – U3   ⇒   C′34 =19 – 10 – (- 4)  ⇒   C′34 = 13 

التوصل إلى الحل الأمثل باستخدام  عليه فقد تم  و  يتضح من أعلاه بأن جميع قيم التكاليف الجديدة موجبة، 

  وحدة.  40، نجد أننا قد وفرنا 3200بالتالي فإن التكاليف الكلية النهائية تساوي  و طريقة عوامل الضرب،

  



  د/عيسى دراجيأ.            محاضرات في بحوث العمليات

100 

 المحور التاسع 

 نمــوذج التخصيص 

 مقدمة 

الخطيـة، مثلهـا فـي ذلـك  تعتبــر مشــكلة التخصــيص حالــة خاصــة مــن حــالات أو مشــكلات البرمجـة  

هذه  به  تتسم  لما  ونظرا  الخطية.  البرمجة  مشاكل  مـن  نـوع خـاص  مـع  تتعامـل  حيـث  النقـل،  مشـكلة  مثـل 

المشكلة من سمات خاصة فإنه يكـون مـن المفضـل تصـميم نموذجـا خاصـا بهـا يسمح بالتوصـل إلـي الحـل 

إلــي تخصــيص عــدد معــين    ويهــدف .ممكنالأمثـل لهـا فـي أقـل وقت وبأقل جهد   نمــوذج التخصــيص 

مــن المــوارد أو الإمكانيـات )آلات أو عمــال مـثلا( لعــدد مسـاو مــن الغايـات )الاســتخدامات أو المهــام  

مـثلا( بصـورة تمكـن مـن تحقيـق أدنـي تكلفـة أو تحقيـق أقصـي ربـح أو أقـل وقـت إنجـاز ممكـن ....الـخ. 

أي ربط كل مهمة بمورد   والعكسويـتم التخصيص علـي أسـاس ربـط كـل مـورد بمهمـة أو اسـتخدام واحـد أ  

هــذه  فقطواحد   أمثلــة  ومــن  العمليــة،  التطبيقــات  مــن  كثيــر  فــي  التخصيص  نمــوذج  ويســتخدم 

التطبيقـات مشـكلة تخصـيص العـاملين اللازمـين لإنجـاز المهـام المختلفـة بالمنشـأة بمـا يــؤدي إلــي تحقيــق 

يؤدي   بما  معينين  لمقاولين  محــددة  مقــاولات  عقــود  إســناد  ومشــكلة  ممكــن.  وقــت  أو  تكلفــة    إلى أقــل 

 إلى تحقيق أقـل تكلفـة أو أقـل وقـت. ومشـكلة جدولـة الإنتـاج بالمنشأة بمعني تخصيص كل أمر تشغيل محدد  

آلة معينة لإنجازه بما يحقق أدني تكلفة كلية للمنشأة أو انجاز العمل في أقل وقت ممكن. ومشكلة توزيع رجال 

 .للمنشأةالبيع بين المناطق البيعية المختلفة بما يحقق أكبر ربح ممكن 

I. خطوات تطبيق طريقة التخصيص: 

 :التالية الخطوات  المجرية فيالطريقة تتمثل خطوات حل مشاكل التخصيص وفقا لطريقة التخصيص أو 

 ترتيب بيانات المشكلة في شكل مصفوفة تسمي بمصفوفة التخصيص  .1

 إعداد مصفوفة تكاليف الفرصة الضائعة، والتي تمثل الحل المبدئي  .2

القيام   .3 يتم  الأمثل  الحل  هو  اختباره  يتم  الذي  الحل  كان  إذا  ما  حالة  وفي  الحل،  مثالية  اختبار 

 5بالخطوة رقم .

يـتم ت  .4 يـتم اختبـاره هـو الحـل الأمثـل  الـذي  لم يكـن الحـل  بتعـديل مصـفوفة تكـاليف  X2إذا  ه 

 الفرصـة الضائعة، واعـادة اختبـار المثاليـة حتـى يـتم الوصـول إلـي الحـل الأمثل 

 .وضع برنامج التخصيص الأمثل وحساب التكاليف أو الأرباح الكلية .5

II. نموذج التخصيص وتخفيض التكاليف: 

  لتوضـيح تفاصـيل خطـوات تطبيـق نمـوذج التخصيص يتوجب علينا استخدام المثال التالي :

فـي أحـد الأقسـام الإنتاجيـة، وتسـتطيع كـل  ) X3,X2,X1X,4تمتلـك إحـدى المنشـآت الصـناعية أربـع آلات ) 

 ( التشـغيل   أوامـر  مـن  أمـر  أي  تصـنع  أن  القسـم  )  Y3, Y2, Y1Y ,4آلـة  هذا  لإدارة  تصنيعها  الموكل 

 الإنتـاجي ولكـن بتكـاليف إنتـاج مختلفـة، 

 ويوضـح الجـدول التـالي التكـاليف المتوقعـة لإتمـام كـل أمـر مـن هـذه الأوامـر علي الآلات المذكورة 

 )الوحدة الف دج(

 الاستخدامات 
 الآلات 

4Y 3Y 2Y 1Y 

13 8 9 7 1X 

11 15 16 16 2X 

15 10 19 16 3X 

16 14 17 16 4X 
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وترغب إدارة المنشأة في التوصل إلي برنامج التخصيص الأمثل الذي يخفض تكاليف إنتاج أوامر التشغيل  

  إلي أقل حد ممكن

 :مصفوفة تكاليف الفرصة الضائعةإعداد  (1

تتضــمن هــذه المصــفوفة تكــاليف الفرصــة الضائعة الناتجــة عــن عــدم اتبــاع الطريقة المثلي في  

تخصـيص الآلات لتصـنيع أوامـر التشـغيل؛ أي عـدم تعيـين الآلــة المثلــي لتصــنيع أمــر التشــغيل الأمثــل.  

 :ويمكــن توضــيح مفهــوم تكلفــة الفرصــة الضائعة في طريقة التخصيص علي النحو التالي 

مــن الجــدول السابق يتضـح أن    4Yلإنجــاز أمــر التشــغيل    1Xنفــرض أننــا قررنــا تعيــين الآلــة  

تبلـغ   التخصيص  هـذا  الآلـة  دج  ألف  13تكلفـة  أن  التشــغيل    1X، وحيـث  أمــر  إنجــاز  أيضــا   1Yيمكنهـا 

  4Yلإنجاز أمر التشغيل    1X، فإنــه مــن الواضــح أن قرارنا تخصيص الآلة  دجآلاف    7بتكلفــة مقــدارها  

  6فإننـا نضـحي بفـرص تـوفير مبلـغ    4Yلأمـر التشـغيل    1Xليس هو القـرار الأمثـل. فعنـدما نخصص الآلـة  

ويشار إلي هذه التضحية عادة بتكلفة الفرصة الضائعة. وبعبارة أخري فإن قـرار تعيين   ). 7 –  13آلاف دج )

وفقـا للقيـد المفـروض بأنـه يمكـن    1Yيلغي تخصيص هذه الآلة لأمـر التشـغيل    Y4لأمر التشغيل    1Xالآلة  

وبـذلك يمكـن القـول بـأن تكلفـة الفرصـة الضائعة الناتجـة   .تعيـين كـل آلـة لإنجـاز أمـر تشـغيل واحـد فقـط

  1Xآلاف دج. وبالمثل بالنسبة لأقل تكلفة تعيين للآلة    6تبلغ    4Yلإنجـاز أمر التشغيل    1Xمـن تعيـين الآلـة  
يتضــمن تكلفـــة فرصــة ضائعة قــدرها    3Yأو    2Yلإنجــاز أمــر التشــغيل    1Xفــإن قــرار تعيــين الآلــة  

هو    1Yلإنجاز أمر التشغيل    1X( علـــي الترتيب، وحيث أن تعيين الآلة  7-8( أو ألــف دج )7-9ألفــان دج )

 ( .  7 –  7أفضل تعيين، لـذلك فإن تكلفة الفرصة الضائعة لهـذا التخصيص تسـاوي صـفر )

. واذا ما قمنا بطرح أقل رقم  1Xويمكـن تسـمية هـذه التكاليف بتكاليف الفرصة الضائعة بالنسبة للآلة  

الفرصـة    2Xبالصف   تكـاليف  علـي  نحصـل  فإننا  الصف  ذلك  في  الموجودة  التكلفة  أرقام  من  رقم  كل  من 

للآلـة   بالنسـبة  للصـفين  2Xالضائعة  بالنسـبة  الطريقـة  نفـس  تكاليف    3X    ،4X.وبإتبـاع  علي  نحصل  فإننا 

الآلة   من  لكل  الضائعة  فإنـه   4Xوالآلة    3Xالفرصة  آلـة  لكـل  الضائعة  الفرصـة  تكـاليف  إلـي  وبالإضـافة 

  1Yتخصيص أمر التشـغيل    –علي سبيل المثال  -توجـد تكـاليف فرصـة ضائعة لكل أمر تشغيل، حيث يمكن  

أو    3Xأو    2Xلأي آلــة مــن الآلات    1Y.فــإذا قمنــا بتعيــين أمــر التشــغيل  4Xأو    3Xأو    2Xأو    1Xللآلــة  

4X  1فتعيـين أمـر التشـغيل   .فإنــه توجــد تكــاليف فرصــة ضائعة مرتبطــة بهــذا القــرارY   لأي آلـة مـن

آلاف دج فقــط،   7يتكلــف    1Xألـف دج، بينمــا تعيــين هــذا الأمــر للآلــة  16الآلات الثلاثـة السـابقة يتكلـف  

 3Xأو    2Xلأي آلــة مــن الآلات    1Yإذن تكلفــة الفرصــة الضائعة الناتجــة مــن تخصيص أمــر التشــغيل  

 1X( وتكلفــة الفرصــة الضائعة المرتبطــة بتخصيص هــذا الأمــر للآلــة  7–16آلاف دج )   9تبلــغ    4Xأو  

وعلـي ذلـك يمكـن حسـاب تكـاليف الفرصـة   1Yصــفر حيــث أن هــذا هــو أفضــل تعيــين لأمــر التشــغيل  

تكلفـة فـي العمـود مـن كـل رقـم مـن أرقـام   الضائعة لكـل أمـر تشـغيل )أي لكـل عمـود( بطـرح أقـل رقـم 

  التكـاليف الموجـودة فـي هذا العمود.

وفي ضوء المناقشة السـابقة لتكـاليف الفرصـة الضائعة فـإن الخطـوة الأولـي فـي طريقة التخصيص  

 - : )الخاصة بإعداد مصفوفة تكاليف الفرصة الضائعة( تتم علي مـرحلتين علي النحو التالي

تحديـد أقـل رقـم تكلفـة فـي كـل صـف مـن صـفوف الجـدول الأصـلي للتكـاليف وطرحه من كل رقم   .أ

التكلفـة الموجـودة فـي   البـدء بالأعمدة(، فتكون المصفوفة  من أرقـام  ذلـك الصـف )ملاحظـة يمكـن 

   كما يلي بالجدول التالي:

 1جدول 

4Y 3Y 2Y 1Y 
 الالة

 امر التشغيل

6 1 2 0 1X 

0 4 5 5 2X 

5 0 9 6 3X 

2 0 3 2 4X 

 وتوضح المصفوفة السابقة تكاليف الفرصة الضائعة لكل آلة من الآلات 

عمود في المصفوفة السابقة التي تم التوصل إليها في المرحلــة )أ( وطرحهــا تحديد أقل قيمة في كل   .ب

مــن كــل قــيم ذلــك العمــود. والمصــفوفة الموضــحة بالجــدول ادناه تتضـمن نتـائج هـذه العمليـة، 
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وهــذه المصـفوفة تمثـل مصـفوفة تكـاليف الفرصــة الضائعة الكليـة حيـث تتضـمن تكـاليف الفرصـة  

 . الضائعة لكـل آلـة وتكـاليف الفرصـة الضائعة لكل أمر تشغيل

 2جدول 

 مصفوفة تكاليف الفرصة الضائعة الكلية 

4Y 3Y 2Y 1Y 
 الالة

 امر التشغيل

6 1 2 0 1X 

0 4 5 5 2X 

5 0 9 6 3X 

2 0 3 2 4X 

III.  المثاليةاختبار: 

 2مصـفوفة تكلفـة الفرصـة الضائعة الكلية السابقة بجدول رقم ) إن ظهور الرقم صفر في أي خلية من خلايـا  

( يعني انعدام تكلفة الفرصـة الضائعة بالنسـبة للتخصيص الذي تعبر عنه تلك الخلية. الأمـر الـذي يعنـي أن  

فـي  خليـة  كـل  كانـت  ولمـا  أمثـل.  تخصيص  هو  الصفرية  الخلية  هذه  طريق  عن  يتم  الذي  التخصيص 

فإن   لذلك  لإنجازه،  معينة  آلة  وبين  محـدد  تشـغيل  أمـر  بـين  محـدد  تخصـيص  عـن  تعبـر  إنمـا  المصـفوفة 

  . الخلايا الصفرية تحدد لنا صـور التخصيص التـي يمكـن أن تتم بدون تكلفة فرصة ضائعة

ويـتم التوصـل إلـي الحـل الأمثـل فـي برنـامج التخصيص إذا تـوفر فـي مصـفوفة تكاليف الفرصة الضائعة 

عدد من الخلايا الصفرية المستقلة مساويا لعدد الصفوف أو عدد الأعمدة بحيث يكون مجموع تكاليف الفرصة 

من استخدام هذه الخلايا في برنـامج التخصيص مساويا للصفر. بعبارة أخري، يتم التوصل إلي الحل الأمثل 

في برنامج التخصيص إذا ما استطعنا اتمام كل التخصيصات المطلوبة في المشكلة من خلال خلايا صـفرية.  

أمـا إذا كانـت الخلايـا الصـفرية التـي تتضـمنها مصـفوفة تكـاليف الفرصـة الضائعة تعطـي تعيينات أقل من  

ثم يجب   الحل الأمثل، ومن  إلي  لـم نصـل بعـد  أننـا  المشكلة فإن هذا يعنـي  المطلوبة في  التخصيصات  عدد 

عدد   X2ت  يساوي  التخصيصات  من  عدد  إجراء  مـن  تمكـن  جديـدة  صـفرية  خلايـا  لإضـافة  الحل 

  . التخصيصات المطلوبة لحل المشكلة

ويلاحــظ فــي مثالنــا الحــالي أن حــل مشــكلة التخصيص يتطلــب وجــود أربــع خلايــا صـفرية مسـتقلة  

مختلفـة )حيـث أن عـدد التخصيصـات المطلوبـة لحـل المشـكلة يسـاوي عـدد الصـفوف أو عـدد الأعمـدة؛ أي  

 يسـاوي أربعـة( وذلـك حتـى يمكـن التأكـد مـن الوصـول للحل الأمثل. 

رقـم)   بجـدول  السابقة  الضائعة  الفرصة  تكاليف  علي خمس خلايا صفرية  2وتتضمن مصفوفة  ثم   .(  ومن 

 يكون السؤال: هل هناك أربعة من هذه الخلايا الخمسة يمكن وصفها بأنها مستقلة ؟ 

ويـتم تحديـد عـدد الخلايـا الصـفرية المسـتقلة فـي نمـوذج التخصيص عـن طريـق رسـم أقـل عـدد ممكـن مـن 

الخطـوط يمـر بكـل الخلايـا الصـفرية فـي مصـفوفة تكـاليف الفرصة الضائعة فيكون هذا العدد من الخطوط 

وفـي ضـوء ذلـك إذا كـان أقـل عـدد ممكـن مـن الخطـوط يسـاوي عـدد   .ممثلا لعدد الخلايا الصفرية المستقلة

أمثل الحل  يكون  الأعمدة  عـدد  أو  )   . الصـفوف  جـــدول  الفرصـــة   2ويوضـــح  تكـــاليف  مصـــفوفة   )

 الضائعة بعـــد رســـم الخطوط التي تمر بالخلايا الصفرية 

 3جدول رقم 

 اختبار مثالية برنامج التخصيص الأول  

4Y 3Y 2Y 1Y 
 الالة

 امر التشغيل

6 1 2 0 1X 

0 4 5 5 2X 

5 0 9 6 3X 

2 0 3 2 4X 
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أن أقـل عـدد ممكـن مـن الخطـوط التـي تمـر بالخلايـا    3ويتضـح مـن جـدول اختبـار المثاليـة السـابق رقـم  

ثلاثة خلايا صفرية مستقلة في الصـفرية يسـاوي ثلاثـة خطـوط، ويعنـي ذلـك أنـه لا يمكـن تحديد أكثر من  

صـفوف    4هذا الجدول. وهـذا العـدد يقـل عـن عـدد الصفوف أو عدد الأعمدة في مشكلة التخصيص الحاليـة )

 هX2أعمـدة(، وبـذلك يكون الحل غير أمثل ويجب ت  4و 

 

IV. الحل  حسينت:  

صفرية    حسينتيتم   خلايا  أو  خلية  توفير  بهدف  الضائعة  الفرصة  تكاليف  مصفوفة  تعديل  خلال  من  الحل 

 :مستقلة جديدة، ويتم ذلك علي النحو التالي

اختيار أقل قيمة بالخلايا التي لم يمر عليها خط في مصفوفة تكـاليف الفرصـة الضائعة وطرح هـذه  (1

 أي الخلايا غير المغطاة )القيمـة مـن كـل قـيم الخلايـا التـي لـم يـتم تغطيتهـا بخطـوط 

إضافة نفس القيمة التي تم اختيارها في الخطوة السـابقة إلـي قـيم جميـع الخلايـا التي يتقاطع عندها   (2

 أي خطين من الخطوط التي تم رسمها من قبل 

تقاطع الخطوط(  (3 تقـع عنـد  المغطـاة بخطـوط ولكـن لا  الخلايا  الخلايا الأخرى )أي  باقي  قيم  تظل 

  ، ٕ.كما هي بدون تغيير

يتضح وجود ستة خلايا لم    3 وبتطبيق هذه الخطوات علي مصفوفة تكاليف الفرصة الضائعة السابقة بجـدول

(، وأقل قيمة  1Y3X( ،)2Y3X( )1Y4X( ،)2Y4X)  (، 1Y2X(،)2Y2Xوهـي الخلايـا )يمر عليها خطوط  

في   وتقع  واحد  تساوي  الخلايا  هذه  ) في  السـتة 2Y4Xالخليـة  الخلايـا  كـل  قـيم  مـن  القيمـة  هـذه  وبطـرح   ،)

 (،)3Y1Xالسـابقة واضـافة نفـس هـذه القيمـة إلـي قـيم الخلايـا الواقعـة عنـد تقـاطع الخطـوط )أي الخليتـين )

4Y1X، )  4 (تنــتج مصـــفوفة تكــاليف الفرصـــة الضائعة المعدلـــة الموضــحة بجـــدول رقـــم.( 

 ) 4 (جـــدول رقـــم

 مصفوفة تكاليف الفرصة الضائعة المعدلة 

4Y 3Y 2Y 1Y 
 الالة

 امر التشغيل

7 2 0 0 1X 

0 4 2 4 2X 

5 0 6 5 3X 

2 0 0 1 4X 

 

أن   رقـــمويلاحــظ  جـــدول  ب  المعدلــة  الضائعة  الفرصــة  تكــاليف  أربع   ) 4  (مصــفوفة  علي  تحتوي 

مستقلة في هذه المصفوفة ومن ثم فإننا   خطوط تمر بالخلايا الصفرية. ويعني ذلك وجود أربعة خلايا صفرية

أي   ممكنـة،  تكـاليف  أقـل  يحقـق  الـذي  الأمثـل  الحـل  إلـي  وصـلنا  قد  لأوامـر نكون  الآلات  تعيـين  يمكـن 

التشـغيل دون تحمـل تكلفـة فرصـة ضائعة؛ وفي عبارة أخري يكون مجموع تكاليف الفرصة الضائعة يساوي 

 .صفرا

V.  التخصيص الأمثل وحساب التكاليفتحديد برنامج: 

في  أو  صفها  في  وحيـدة  تكـون  التـي  الصـفرية  الخليـة  عن  البحث  يتم  الأمثل  التخصيص  برنامج  لتحديد 

عمودها ويـتم تعيـين الآلـة لأمـر التشـغيل الـذي يتقابـل معهـا عنـد هـذه الخلية الصفرية، ثم يتم حـذف الصـف 

التشـغيل( لأمـر  )الممثـل  والعمـود  للآلـة(  يتم  )الممثـل  ذلك  بعد  الصفرية،  الخلية  هذه  عند  يتقابلان  اللذين 

البحـث عـن خليـة صـفرية أخـري تكـون هـي الوحيـدة فـي صـفها أو فـي عمودهـا ويـتم تعيـين الآلـة لأمـر  

التشـغيل الـذي يتقابـل معهـا عنـد هـذه الخليـة الصـفرية، وهكـذا حتـى يـتم تعيـين جميـع الآلات لجميـع أوامر  

 .التشغيل

 : يكـون التخصيص علـي النحـو التالي ) 4 (وبالتطبيق علي المصفوفة السابقة بجدول رقـــم
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  1Xيحتوي علـي خليـة صـفرية وحيـدة وهـي الخليـة    1Yأن عمود    )4  (يلاحظ من جدول رقـــم •

1Y    1والتـي يتلاقـي عنـدها صـف الآلـةX    1مـع عمـود أمـر التشـغيلY    1لذلك يتم تعيين الآلـةX  

التشـغيل   للآلـة    1Yلأمـر  الممثـل  الصـف  للأمر    1Xواسـتبعاد  الممثل  عليه  1Yوالعمود  وبناء   ،

  : تصبح المصفوفة كما يلي

 

4Y 3Y 2Y 
 الالة

 امر التشغيل

0 4 2 2X 

5 0 6 3X 

2 0 0 4X 

 

أن صف س   • الناتجة  السابقة  المصفوفة  من  وهــي   2يلاحظ  وحيــدة  خليـة صـفرية  علـي  يحتوي 

لـذلك يـتم    4Yمــع عمــود أمــر التشـغيل    2Xعنــدها صــف الآلــة    ىوالتــي يتلاق   4Y2Xالخليــة  

،   4Yوالعمود الممثل للأمر  2Xواسـتبعاد الصـف الممثـل للآلة  4Yلأمـر التشـغيل   2Xتعيـين الآلـة 

  : وبناء عليه تصبح المصفوفة كما يلي

 

 صفر صفر  4صفر س  6  3س 3ص  2الآلة أمر التشغيل ص 

3Y 2Y 
 الالة

 امر التشغيل

0 6 3X 

0 0 4X 

أن صف س   • السابقة  الجديدة  المصفوفة  من  وهــي    3يتضح  وحيــدة  خليـة صـفرية  علـي  يحتوي 

لـذلك يـتم    3Yمــع عمــود أمــر التشـغيل    3Xعنــدها صــف الآلــة    ىوالتــي يتلاق   3Y3Xالخليــة  

،   3Yوالعمود الممثل للأمر  3Xواسـتبعاد الصـف الممثـل للآلة  3Yلأمـر التشـغيل  3Xتعيـين الآلـة 

 :وبناء علي ه تصبح المصفوفة كما يلي

2Y 
 الالة

 امر التشغيل

0 4X 

أن صف   • الأخيرة  المصفوفة  الخلية    4Xيتضح من    2Y4Xيحتوي علي خلية صفرية وحيدة وهي 

يتلاق الآلة    ىوالتي  صف  التشغيل    4Xعندها  أمر  عمود  الآلة    2Yمع  تعيين  يتم  لأمر    4Xلذلك 

 2Yالتشغيل 

ولحســاب تكلفــة برنــامج التخصيص الأمثــل يــتم الرجــوع إلــ ي المصــفوفة الأصــلية وحسـاب التكـاليف  

 :  الكليـة وفقـا للتعيـين الـذي تـم إجـراءه، وبـذلك يكـون برنـامج التخصيص الأمثل كما يلي

 آلاف دج  7بتكلفة   1Yلأمر التشغيل  1Xتعيين الآلة 

 ألف دج  11بتكلفة   4Yلأمر التشغيل  2Xتعيين الآلة 

 آلاف دج 10بتكلفة   3Yلأمر التشغيل  3Xتعيين الآلة 

 ألف دج  17بتكلفة   2Yلأمر التشغيل  4Xتعيين الآلة 

الأمثل   التخصيص  لبرنامج  الكلية  دج  45التكلفة  الأرباحطريقة   .ألف  وتعظيم  تصــميم   :التخصيص  تــم 

نمــوذج التخصيص بهــدف تخفــيض التكــاليف أو الوقــت إلــي أدنــي حــد ممكن، ومع ذلك قد يكون هدف 

البيعية   المناطق  على  البيع  تخصيص رجال  في  يرغب  كأن  الأربـاح، ِّ  تعظـيم  هـو  التخصيص  قـرار  متخذ 

تناولهـا فـي   السـابق  التخصيص  نمـوذج  نفـس خطـوات  تطبيـق  يتم  الحالة  تعظـيم الأربـاح. فـي هذه  بهـدف 

إعـداد  أولا  يـتم  حيـث  التعظـيم.  غـرض  تناسـب  لكـي  طفيـف  تعـديل  مـع  ولكـن  التكـاليف  تخفـيض  حالـة 

العمـود(   )أو  الصـف  فـي  الأكبـر  الـربح  رقـم  مـن  خليـة  كـل  ربـح  نطرح  ذلك  وبعد  الأرباح  مصفوفة 
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ومــن   الضائعة.  الفرصــة  لتكلفـة  إلـي مصـفوفة  المصـفوفة  تحويـل  إلـي  الـذي سـيؤدي  الأمـر  بالمصـفوفة. 

 .ثــم تســتكمل بــاقي الخطــوات كمــا ســبق فــي حالــة تخفــيض التكاليف

VI.   :خطـوات تطبيـق نمـوذج التخصيص في حالة تعظيم 

 :مثال 

تقوم إحدى المنشآت الصناعية بتسويق إنتاجهـا فـي أربـع منـاطق بيعيـة مختلفـة، بواسـطة أربعـة مـن رجـال  

وخبـرة   بكفـاءة  بالمنشـأة  التسـويق  إدارة  مـدير  ودرايـة  الماضـي  فـي  الأداء  بيانـات  ضـوء  وعلـي  البيـع. 

هـؤلاء الأفـراد، أمكـن تـوفير البيانـات التاليـة عـن الأربـاح )بـالألف دج( التـي يتوقـع أن يحققهـا كـل مـنهم  

 :فـي كـل منطقـة مـن المنـاطق البيعية المختلفة 

Y4 Y3 Y2 Y1 
 الالة 

 امر التشغيل

6 12 10 8 1X 

7 10-  8 10 2X 

7 9 8 12 3X 

12 7 11 8 4X 

رجـال البيـع علـي هـذه المناطق البيعية والذي  وترغـب إدارة المنشـأة فـي معرفـة البرنـامج الأمثـل لتعيـين  

 . يحقق للمنشأة أقصي أرباح ممكنة

البيـع لمنـاطق التوزيـع بشـكل يحقـق أقصـى أربـاح   يمكـن اسـتخدام نمـوذج التخصيص لتخصـيص رجـال 

ممكنـة. وفـي هـذه الحالـة تتبـع نفـس الخطـوات السـابقة تناولهـا فـي حالة تخفيض التكاليف مع فارق أساسي  

الفرصـة  تكلفـة  مفهـوم  مـن  بـدلاً  الضـائعة  الأربـاح  مفهـوم  علـى  الأربـاح  تعظيم  مشكلة  ارتكاز  في  يتمثل 

لتخصـيص  التاليـة  الخطـوات  تتبـع  ذلـك،  وعلـى  التكـاليف.  تخفـيض  مشـكلة  عليـه  ترتكـز  الـذي  الضائعة 

 : رجـال البيـع لمناطق التوزيع بشكل يحقق للمنشأة أقصى أرباح ممكنة

 : إعداد مصفوفة الأرباح الضائعة .1

تتضمن هذه المصفوفة الأرباح الضائعة والتـي تتمثـل فـي هـذه الحالـة فـي مقـدار الـربح الـذي يضـيع علـي  

المناسبة، ويتم إعداد هذه   البيعية  المنطقـة  المناسـب فـي  البيـع  نتيجـة عـدم وضـع رجـل  المصفوفة المنشـأة 

 : علي مرحلتين علي النحو التالي

الأصلي  • الجـدول  صـفوف  مـن  صـف  كـل  فـي  الموجـودة  الأربـاح  أرقـام  مـن  رقـم  كـل  طـرح 

فتكون المصفوفة   (للأرباح من أكبر رقـم ربـح فـي ذلـك الصـف )ملاحظـة يمكـن البـدء بالأعمـدة ،  

 : ( التالي5كما هو موضح بجدول رقم )

 ( 5جدول رقم )

Y4 Y3 Y2 Y1 
 الالة

 امر التشغيل

6 0 2 4 X1 

3 20 2 0 X2 

5 3 4 0 X3 

0 5 1 4 X4 

توضح المصـفوفة التـي يتضـمنها الجـدول السـابق الأربـاح الضـائعة بالنسـبة لكـل رجـل مـن رجـال البيـع. 

فـإن هـذا مـن شـأنه   1Y( لمنطقة 1Xفعلـى سـبيل المثـال، إذا اتخـذ مـدير التسـويق قـرار بتعيـين رجـل البيع ) 

لمنطقـة   تعيينـه  يلغـى  واحـدة   3Yأن  لمنطقـة  فقـط  واحـد  فـرد  تعيـين  يمكـن  بأنـه  المفـروض  للقيـد  تطبيقـاً 

(  8–12آلاف دج )    4وعلـى ذلـك، فـإن الأربـاح الضـائعة التـي تترتـب علـى هـذا القـرار تقـدر بمبلـغ   .فقـط
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يترتـب عليـه أرباح ضائعة قدرها ألفان دج، كمـا أن قـرار   2Y( ل1Xوأيضـاً فـإن قـرار تعيـين رجـل البيـع) 

  .آلاف دج 6يترتب عليه أرباح ضائعة قدرها   4Y( لمنطقـة 1Xتعيـين رجـل البيـع )

 ( البيـع  رجـل  تعيـين  قـرار  أن  يتضـح  لمنطقـة  1Xوهكـذا   )3Y    الأربــاح لأن  الأفضــل  القــرار  هــو 

تســاوى صــفر القــرار  هــذا  علــى  تترتــب  التــي  البيــع    .الضــائعة  تعيــين رجــل  قــرار  فــإن  وبالمثــل 

(2X  لمنطقــة )1Y( 3، ورجــل البيــعX  لمنطقة )1Y ( 4، ورجل البيعX  لمنطقة )4Y    هو القرار الأفضل لأن

الأرباح الضائعة التي تترتب على هذا القرار تساوى صفر. أر غيـ ن هـذا القـرار، و ٕ ان كـان يعـد أفضـل 

ككل.   للمنشأة  بالنسبة  كذلك  يعد  لا  فإنه  حده،  علـى  توزيـع(  منطقـة  بيـع/  )رجـل  تخصـيص  لكـل  بالنسـبة 

بدون    2Y، وتـرك  1Yلمنطقـة   (2X( )3Xويرجع ذلك إلـى أنـه لا يمكـن تخصـيص كـلاً مـن رجلـي البيـع )

التخصيص وهو ضـرورة نموذج  يقوم عليه  الذي  بالقيد  يعد إخلالاً  ذلك  بيع لأن  فــرد واحــد   رجل  تعيــين 

( الجدول  يتضــمنه  الــذي  الحــل  فــإن  ذلــك،  وعلــى  واحــدة.  توزيــع  لمنطقــة  الحل  (5فقــط  هو  ليس 

 . الأمثل، وبالتالي يتعين الانتقال إلى حل جديد 

• ( المرحلــة  في  إليها  صل  التو  تم  التي  السابقة  المصفوفة  في  عمود  كل  في  قيمة  أقل  ( 1تحديد 

وطرحهــا مــن كــل قــيم ذلــك العمــود. فتكــون مصــفوفة الأربــاح الضــائعة المرتبطـة برجـال 

  (6البيـع ومنـاطق التوزيـع معـاً كمـا، هـو موضـح بجـدول رقـم) 

 ( مصفوفة الأرباح الضائعة الكلية 6  )جـدول رقـم

Y4 Y3 Y2 Y1 
 الالة

 امر التشغيل

6 0 2 4 1X 

3 20 2 0 2X 

5 3 4 0 3X 

0 5 1 4 4X 

 : المثالية اختبار .2

هـذا المثـال ضـرورة وجـود أربـع خلايـا صـفرية مسـتقلة علـى الأقـل، وهـو مـا   فـييتطلـب الحـل الأمثـل  

الصـفرية   الخلايـا  تحديـد  يمكـن  قبـل،  مـن  أوضـحنا  وكمـا  الصـفوف.  عـدد  أو  الأعمـدة  عـدد  مـع  يتسـاوى 

الصفوف(   )على  والأفقية  الأعمدة(  )على  الرئيسية  الخطـوط  مـن  عـدد  اقـل  رسـم  طريـق  عـن  المسـتقلة 

بالجدول رقم   الصفرية  الخلايا  لعــدد  (  6  ) لتغطية  تــم رســمها مســاوياً  التــي  الخطــوط  كــان عــدد  فــإذا 

الأعمــدة أو لعــدد الصـفوف فـي الجـدول، فأننـا نكـون قـد توصـلنا إلـى الحـل الأمثـل، لأنـه يمكـن فـي هـذه  

صـفر.  قــدرها  ضــائعة  أربــاح  مســتوى  عنــد  التوزيــع  ومنــاطق  البيــع  رجــال  بــين  المقابلــة  الحالــة 

مصـفوفة الأربـاح الضـائعة بعـد رسـم أقـل عـدد مـن الخطوط التي تغطي الخلايا  (  7  )ويوضـح جدول رقم  

 . الصفرية

 اختبار مثالية برنامج التخصيص الأول  ( 7  جدول رقم )

Y4 Y3 Y2 Y1 
 الالة

 التشغيلامر 

6 0 2 4 1X 

3 20 2 0 2X 

5 3 4 0 3X 

0 5 1 4 4X 

أن أقـل عـدد ممكـن مـن الخطـوط التـي تمـر بالخلايـا  (  7  رقم )  اختبـار المثاليـة السـابق  جدول ويتضـح مـن  

صــفرية مســتقلة فــي  خطـوط فقـط، ويعنـي ذلـك أنـه لا يمكـن تحديـد أكثــر مــن ثلاثــة خلايــا    3الصـفرية 
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الحاليـة   التخصيص  مشكلة  في  الأعمدة  عدد  أو  الصفوف  عــدد  عــن  يقــل  العــدد  وهــذا  الجــدول.  هــذا 

 .تحسينهأعمـدة(، وبـذلك يكون الحل غير أمثل ويجب  4صـفوف و 4)

 المثالية: تحسين الحل عادة اختبار  .3

يتم تحسين الحل من خلال تعديل مصفوفة الأرباح الضائعة بهدف توفير خلية أو خلايا صفرية مستقلة جديدة، 

 : التاليويتم ذلك علي النحو 

اختيـار أقـل قيمـة بالخلايـا التـي لـم يمـر عليهـا خـط فـي مصـفوفة الأربـاح الضـائعة وطـرح هـذه  .أ

 القيمـة مـن كـل قـيم الخلايـا التـي لـم يـتم تغطيتهـا بخطـوط )أي الخلايـا غير المغطاة( 

يتقاطع   .ب  التي  الخلايــا  قـيم جميـع  إلـي  السـابقة  الخطـوة  اختيارهـا فـي  تـم  التـي  القيمـة  نفـس  إضـافة 

   .عندها أي خطين من الخطوط التي تم رسمها من قبل

تظـل قـيم بـاقي الخلايـا الأخـرى ) أي الخلايـا المغطـاة بخطـوط ولكـن لا تقـع عنـد تقاطع الخطوط(   .ت 

  كما هي بدون تغيير(

يتضـح وجـود   ( 8  رقم )وبتطبيــق هــذه الخطــوات علــي مصــفوفة الأربــاح الضــائعة الســابقة بجــدول  

سـتة خلايـا لـم تغطـي بخطـوط وأقـل قيمـة فـي هـذه الخلايـا تسـاوي واحـد وتقـع فـي الخليـة، وبطـرح هـذه 

القيمـة مـن قـيم كـل الخلايـا السـتة السـابقة واضـافة نفـس هـذه القيمـة إلـي قـيم الخلايـا الواقعـة عنـد تقـاطع  

 ( 8  )الخطـوط، تنـتج مصـفوفة الأربـاح الضائعة المعدلة الموضحة بجدول رقم 

 مصفوفة الأرباح الضائعة المعدلة ( 8 )بجدول رقم 

Y4 Y3 Y2 Y1 
 الالة

 امر التشغيل

6 0 2 4 1X 

3 20 2 0 2X 

5 3 4 0 3X 

0 5 1 4 4X 

أربع خطوط تغطي الخلايا  علـي   ( تحتـوي8/2)رقـمويلاحظ أن مصـفوفة الأربـاح الضـائعة المعدلـة بجـدول  

الصفرية. ويعني ذلك وجود أربعة خلايا صفرية مستقلة في هـذه المصـفوفة ومـن ثـم فإننـا نكـون قـد وصـلنا 

إلـي الحـل الأمثـل الـذي يحقـق أقصـي أربـاح ممكنـة، أي يمكـن تعيـين رجـال البيـع للمنـاطق البيعيـة مـع  

 عـدم وجـود أي أربـاح ضائعة؛ وفي عبارة أخري يكون مجموع الأرباح الضائعة يساوي صفر 

  :الأرباحتحديد برنامج التخصيص الأمثل وحساب  .4

عـن صـف أو  (  8  )يتطلب تحديد برنامج التخصيص الأمثل البحث في مصفوفة الأرباح الضائعة جدول رقـم  

البيع والمنطقة البيعية المقابلين لهذه عمـود يحتـوى علـى خليـة صـفرية وحيـدة، حيـث تـتم المقابلـة بين رجل  

الخليـة يتقاطعـان عنـد هـذه  اللـذان  ثم يجـرى حـذف الصـف والعمـود  الخطـوة حتـى  الخلية،  . وتكـرر هـذه 

بـي إلـى برنـامج تـتم المقابلـة الكاملـة  البيع. وينتج عن هـذه الخطـوة الوصـول  البيع ومناطق  ن جميع رجال 

 التخصيص الأمثل وأرباحه كما يلي: 

 ألف دج 12وتحقيق ربح   3Yلمنطقة  1Xتعيين رجل البيع  

 آلاف دج 8وتحقيق ربح   1Yلمنطقة  2Xتعيين رجل البيع  

 ألف دج 12وتحقيق ربح   2Yلمنطقة  3Xتعيين رجل البيع  

 ألف دج 12وتحقيق ربح   4Yلمنطقة  4Xتعيين رجل البيع  

 ألف دج  44الأمثل  الأرباح الكلية لبرنامج التخصيص  

لمنطقـة   تعيينــه  فــي  الإدارة  ترغــب  لا  الــذي  البيــع  رجــال  أحــد  هنــاك  كــان  إذا  أنــه  بالــذكر  وجديــد 

بيعيـة معينـة )وذلـك بالنسـبة لمشـكلة تعظـيم الأربـاح(، فـي هـذه الحالـة يـتم وضـع قيمـة كبيرة بالسالب في 

البيــع   لرجــل  ثنــاء ً  أ  الممثلـين ً  والعمـود  الصـف  تقـاطع  عنـد  تقـع  )والتـي  فيهـا  المرغوب  غير  الخلية 
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البيعيــة(، برنامج   والمنطقــة  عن  البحث  صــفرا  تصــبح  لــن  الســالبة  الكبيــرة  القيمــة  هــذه  لأن  نظــرا 

 . التخصيص الأمثل

VII.حالات خاصة في مشاكل التخصيص:  

الحـالات الخاصـة أثنـاء حـل مشـاكل التخصيص، والتـي تتطلـب معالجـة خاصة. وسوف  قـد تواجهنـا بعـض  

  : نتناول بالمناقشة الحالات الخاصة الأكثر شيوعا فيما يلي

 : حالة عدم التوازن 1َ

التخصيص  بمصفوفة  الصفوف  عدد  يكون  أن  هو  التخصيص  مشكلة  في  توافرها  الواجب  الشروط  أحد  أن 

لعـدد  مسـاويا  تخصيصـها  المطلــوب  المــوارد  عــدد  أن  أي  مربعة(؛  )مصفوفة  الأعمدة  لعدد  مساويا 

عدد   ىالاسـتخدامات أو المهام المطلوب التخصيص لها. ولكن قـد يحدث في كثير من الأحيان أن لا يتساو 

يسـتلزم  مما  لهـا  التخصـيص  المطلـوب  المهـام  أو  الاسـتخدامات  عـدد  مـع  تخصيصها  المطلـوب  الموارد 

يـتم   التخصيص  لمشكلة  العام  النمـوذج  مـع  منطبقة  وجعلها  المشـكلة  موازنـة  أجـل  ومـن  أحـدهم،  اسـتبعاد 

معالجـة هـذه الحالة بـأن نضيف صف أو عمود وهمي )صوري( إلي الصفوف أو الأعمدة الناقصة، علـي أن  

الخطـوات  وفـق  بالحـل  نقـوم  وبعدئـذ  أصـفارا.  الـوهمي  العمـود  أو  الصـف  هـذا  عناصر  جميـع  تكـون 

  . الاعتياديـة السـابقة ً التي اعتمدت في حل الأمثلة التي تم تناولها في هذا الفصل

  :حالة تعدد الحلول المثلي 2

لكن  معينة.  تعيـين  مشـكلة  حـل  محاولـة  عنـد  متعـددة  مثلـي  حلول  ستوجد  بأنه  واضحة  إشارة  هناك  ليس 

فـي  للتعيـين  أكثـر  أو  برنـامجين  إيجـاد  أمكنـك  مـا  إذا  ذلـك  بهـا  يكتشف  أنَ  يمكن  التي  الوحيدة  الطريقة 

المصـفوفة النهائيـة. إن أحـد العـادات الجيـدة للتطـوير أنَ تبحـث دائمـا عـن برنامج أمثل بـديل للتعيـين؛ أي  

عـدم الاكتفـاء ببرنـامج أمثـل واحـد فقـط لا. شـك أن هـذه الحلـول المثلي الإضافية توفر مرونة أكبر للإدارة 

 في اتخاذ القرارات 

 : التخصيصات المحظورة )غير المرغوب في استخدامها( 3

يمكـن عـلاج هـذه   أو غير صـالحة للاسـتخدام لسـبب مـا.  تعتبر ممنوعة  التخصيصات  بافتراض أن بعض 

+ م( لأن هـذه ً فـي مصـفوفة تكـاليف التخصيصـات )المشـكلة بوضـع قـيم متناهيـة فـي الكبـر لتكـاليف هـذه  

الفرصـة وبالتـالي تسـتبعد هـذه البـدائل عنـد القـيم الكبيـرة لـن تصـبح صـفرا الاختيار. الأمر الذي يضمن أن  

 .هذه التخصيصات لن تكون في الحل النهائي
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 المحور العاشر

 تحليل شبكات الأعمال

 

I. الاعمالمفهوم تحليل شبكات : 

تمثيلها في شكل   أحيانا  يتطلب  الذي  الأمر  بالتعقيد  العملي  الواقع  في  تواجهنا  التي  المشكلات  كثير من  تتسم 

وجود العديد من المشكلات العملية الهامة التي  إلىشبكة أعمال. وترجع أهمية تحليل ودراسة شبكات الأعمال 

يمكن تمثيلها في صورة شبكات أعمال، ويكون حلها أسهل طالما كان هناك إلمام ودراية بالقواعد التي تحكم  

 .النماذجشبكات الأعمال ونماذج هذه الشبكات والإجراءات الحسابية لتلك 

وتعتبر نماذج شبكات الأعمال أحد أساليب بحوث العمليات التي يمكن للإدارة استخدامه ا لمساعدتها في حل 

كثير من المشاكل مثل المشاكل، مثل مشكلة المرور التي تعاني منها الدول النامية وغير النامية حيث يمكن  

عبر شوارع   للسيارات  ممكن  تدفق  أقصي  تحقيق  منها  أهداف  عدة  لتحقيق  يجب حلها  أعمال  بشبكة  تمثيلها 

البيئة   تكاليف تلوث  تدنية  أو  المرور  التي تعاني من مشكلة  المدينة  لمواطني  الضائع  الوقت  تدنية  أو  المدينة 

تتدفق المياه من مصدر  الناتج عن عوادم السيارات. ومشكلة انقطاع المياه يمكن تمثيلها بشبكة أعمال حيث 

معين )محطة ضخ المياه( عبر شبكة من الأنابيب تتفاوت في طاقتها وأقطارها، ويتمثل الهدف من حل هذه  

المياه   المياه حتى تصل  من  تدفق  أقصي  إيجاد  في  دائم  إلىالمشكلة  بشكل  المواصلات   .المواطنين  ومشكلة 

ذلك عند تصريف  إتباع  يمكن  بين موقعين حتى  أقصر طريق  تحديد  إلي  تهدف  أعمال  بشبكة  تمثيلها  يمكن 

أقصي  بتحديد  تتعلق  التي  والمشاكل  ممكن،  أدني حد  إلي  التكاليف  إلي خفض  يؤدي  بشكل  المنشأة  منتجات 

تواجه   التي  المشاكل  وكذلك  أخرى  مواقع  عدة  أو  موقع  إلي  مواقع  عدة  أو  موقع  من  معينة  سلعة  من  تدفق 

الإدارة عند تخطيط ومتابعة تنفيذ المشروعات التي ترغب في إنشائها وخاصة تلك المشروعات التي تتكون  

من عدد كبير من الأنشطة التي يجب إنجازها بترتيب معين وتكون مشكلة إدارة هذه المشروعات هي تحديد  

 . كيفية تتابع تلك الأنشطة وتنسيقها وتنفيذها بشكل يؤدي إلي تخفيض فترة تنفيذ المشروع إلي أدني ما يمكن

ويمكن تعريف شبكة الأعمال بأنها مجموعة من النقط يرمز لها بالحروف أو الأرقام ومجموعة من الفروع 

 .بينهاالتي تصل بين كل زوج من النقط ويرمز للفروع بأسماء النقط التي تصل  الخطوط()

( رقـم  الشـكل  رقما  1ويوضـح  تحمل  بدائرة  نقطة  كـل  تمثيـل  تـم  حيـث  أعمـال.  لشـبكة  بسـيطا  نموذجـا   )

أو   معينــة  محطــة  أو  معينــة  مدينــة  أو  معـين  موقـع  إلـي  الشـبكة  علـي  نقطـة  كـل  تشـير  وقـد  بداخلها، 

الفــروع    توزيــع. مخــزن أو منطقــة   إلــي الطــرق  )هــذا، قــ د تشــير  النقــاط  الخطــوط( الممتــدة عبــر 

إلي  تشير  قد  كما  وبعضها،  المناطق  أو  المخازن  أو  المحطات  أو  المــدن  أو  المواقــع  بــين  تصــل  التــي 

خطوط أنابيب المياه أو موجهـاً الغـاز أو الصـرف الصـحي فـي مدينـة معينـة. هـذا ، و يكـون الفـرع ) الخـط  

  . ( إذا كان له اتجاه مرتبط به ، وتحدد الاتجاهات بالأسهم

 

 

 

الوصول،   ونقطة  المصدر  نقطة  بين  تصل  التي  المتتابعة،  )الخطوط(  الفروع  مجموعة    .بالسلسلة تسمي 

  (5(( ونقطة الوصول.1( سلسلة من الفروع المتتابعة التي تصل بين نقطة المصدر ) 2الشـكل رقـم ) حويوض 

 

2 5 

7 
1 3 

6 4 

 (1)الشـكل رقـم 
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الشـجرة اصـطلاح  إلي  ويطلق  تؤدي  )خطوط(  فـروع  أي  تتضـمن  لا  التـي  الأعمـال  شـبكة  علـي 

إيصـال نقطـة بنفسـها والتـي تتفـرع مـن كـل نقطـة بهـا مجموعـة مـن الفروع كما هو موضح بالشكل رقم  

(3)  

 

 

 

 

 

II.نماذج شبكات الأعمال أنواع : 

 : تنقسم نماذج شبكات الأعمال إلي الأنواع الرئيسية التالية

 :نموذج أقصر طريق .1

يشير نموذج أقصر طريق إلـي مجموعـة الخطـوط )الفـروع( التـي تـربط بـين عـدة نقاط تشكل أقصر 

أي   المصدر،  نقطة  بين  )طريق(  في مسار  الأخيرة  النقطة  أي  الوصول،  ونقطة  الشبكة  فـي  الأولي  النقطة 

 .شبكة الأعمال

الوصـول، أي   المصــدر ونقطــة  نقطــة  بــين  تحديــد أقصــر طريــق  إلــي  النمــوذج  ويهــدف هــذا 

أو   الزمن  )أو  التكلفة  مجموع  يكـون  بحيـث  الوصـول  ونقطـة  المصـدر  بـين  يصـل  الـذي  المسـار  تحديـد 

  .المسـافة( بـالأفرع )الخطـوط( المكونـة لهـذا المسـار أقـل مـا يمكن

هذا ويمكن استخدام نموذج أقصر طريق في حل كثير من المشاكل التـي تواجـه القـائمين علـي إدارة 

المنشـآت المختلفـة حيـث يمكـن اسـتخدامه فـي تحديـد أقصـر طريـق يمكن أن تنقل به منتجات المنشأة بين  

 مـدينتين، كمـا يمكـن تطبيقـه عنـد المفاضـلة بـين عدد من البدائل المتاحة أمام متخذ القرار .... .الخ

  : خطوات تحديد أقصر طريق .أ

 : يتطلب تحديد أقصر طريق إتباع الخطوات التالية

النقط موضحاً  رسم شبكة الأعمال متضمنة النقط المختلفة والخطوط )الفروع( التي تربط بين هذه   ✓

 عليها المسافات أو الأزمنة أو التكلفة علي كل خط )فرع(

كـل  ✓ أسـفل  يــدرج  أن  علــي  الشــبكة  تضــمنتها  التــي  المختلفــة  الــنقط  يتضــمن  جــدول  إعــداد 

نقطـة أسـماء الفـروع )الخطـوط( التـي تبـدأ مـن هـذه النقطـة؛ أي الفـروع التـي تصل هذه النقطة 

بالنقط الأخرى وطـول أو زمـن أو تكلفـة هـذه الفـر )وع الخطـوط (. هـذا ويخصــص فــي أعلــي 

الجــدول صــف لتمييــز الــنقط يــدرج بــه القيمــة التــي ســوف يــتم تحديدها فيما بعد لكل نقطة 

 من النقاط المختلفة التي تتضمنها الشبكة 

 يتحدد لنقطة المصدر دائما القيمة صفر باعتبارها نقطة البدء ✓

2 5 1 3 4 

 (2)الشـكل رقـم 

2 

4 

7 

1 

5 

 

6 

3 

 

 (3)الشـكل رقـم 
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يـــتم تقيـــيم المســـافة )أو الـــزمن أو التكلفـــة( مـــن نقطـــة المصـــدر إلـــي الـــنقط الموصـولة  ✓

بهـا ويـتم اختيـار أصـغر قيمـة تي تـوال( عبـر عـن أقصـر مسـافة أو زمـن أو أدنـي تكلفـة( ويـتم  

فـوق النقطـة الجديـدة التـي نشـأ ت عنهـا، وتعبر هذه القيمة عن المسافة  كتابـة هـذه القيمـة الأصـغر 

  بين نقطة المصدر وهذه النقطة

يتم وضع دائرة أو مستطيل حول الفرع )الطريق( صاحب أصغر قيمة، ثم يتم استبعاد جميع الفروع  ✓

قيمتها  - تحديد  تم  التي  بالنقطة  تنتهي  مرة   -التي  تقييمها  يتم  لا  إن وجدت، حتى  الجدول  بقية  من 

 أخرى 

عنـدما تصـبح جميـع الفـروع )الطـرق( بالجـدول إمـ ا قـد تـم وضـعها فـي دائـرة أو مسـتطيل أو   ✓

نقطـة المصـدر إلـي  إلـي أقصـر مسـافة يمكـن قطعهـا مـن  تـم اسـتبعادها، نكـون قـد توصـلنا  قـد 

أعلي  التقييم  بصف  نقطة  لكـل  المعطـاة  القيمـة  الحالـة  هـذه  فـي  ويمثلهـا  بالجـدول،  نقطـة  أي 

الجدول، ومن ثم فإن القيمة التي تظهر أعلي نقطة الوصول تشير إلي طول أقصر طريق يربط بين  

 نقطة المصدر ونقطة الوصول

المصـدر ونقطـة   ✓ نقطـة  بـين  يـربط  يمثل أقصـر طريـق  الذي  المسار الأمثل  تحديد  يمكن  ذلك  بعد 

إليهـا   التوصـل  تـم  التـي  مسـتطيلات  أو  بـدوائر  المحاطـة  الفـروع  علـي  بالاعتمـاد  الوصـول 

بالجـدول النهـائي. بحيـث يـتم البـدء مـن نقطـة الوصـول والعـودة إلـي نقطة المصدر اعتمادا علي  

 تلك الفروع  

  : ولتوضيح كيفية تطبيق نموذج أقصر طريق نسوق المثال التالي

 :أقصر طريقخطوات تحديد لتوضيح  مثال .ب

بإنتاجه،   تقوم  الذي  المنتج  لتصنيع  اللازمة  الخـام  المادة  باســتيراد  الصـناعية  المنشآت  إحدى  تقـوم 

بالمدينة   الواقـع  المـواد الخـام مـن المينـاء  لنقـل  بالمدينـة  A) وتخطط إدارة المنشـأة  ( إلي مصـنعها الكـائن 

(  A( وذلـك مـن خلال البحـث عـن طريـق لسيارات النقل بحيث تكون المسـافة بـين المدينة ) Lالصـناعية ) 

( تجميع    ( Lوالمدينة  المنشأة  لإدارة  أمكن  وقد  النقل.  تكلفة  تخفيض  إلي  يؤدي  الذي  الأمر  يمكـن؛  مـا  أقـل 

)المدينة   المصدر  نقطـة  بــين  )بـالكيلومتر(  بالمسـافات  الخاصـة  )المدينة  Aالبيانات  الوصـول  ونقطـة   )L  )

والـنقط الوسـيطة )المـدن الوسـيطة الواقعـة علـي الطـرق السـريعة الموصـلة بـين المينـاء والمصنع، وكانت 

 هذه البيانات كما : 

 المسافة بالكيلومتر 
 الطرق المرتبطة بتلك النقطة 

 النقطة 
 من  إلي

100 B A 

A 80 C A 

140 D A 

20 C B 
B 

80 E B 

20 D C 

C 60 E C 

100 F C 

100 F D D 

20 F E 
E 

40 L E 

40 L F F 

  :المطلوب

الوسـيطة علي   (1 المـدن  بـين  )بـالكيلومتر(  المسـافات  عليهـا  رسـم شـبكة الأعمـال موضـحاً 

 ( L( والمدينة ) Aالطرق السريعة الموصلة بين المدينة ) 

 . الميناء إلي المصنعتحديد أقصر طريق يمكن أن تقطعه سيارات النقل من  (2
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 :الحل 

الطـرق  علـي  الوسـيطة  المـدن  بـين  )بـالكيلومتر(  المسـافات  عليهـا  موضـحاً  الأعمـال  شـبكة  رسـم  أولاً: 

  ):4(، كمـا هـو موضـح بالشـكل رقم) Lوالمدينـة )  (Aالسـريعة الموصـلة بـين المدينـة ) 

 

 

 

 

 

 

 : ثانياً : تحديد أقصر طريق علي الشبكة

 : يتم تحديد أقصر طريق علي الشبكة بإتباع الخطوات التالية

الـنقط   (1 يتضـمن  الـذي  الأساسـي  الجـدول  نقطـة إعـداد  كـل  تحـت  وادراج  الشـبكة،  علـي  المختلفـة 

بالجدول   هـو موضح  كمـا  الأخـرى ومسـافة كـل طريـق.  بـالنقط  النقطـة  هـذه  التـي تصـل  الطـرق 

 :( التالي1رقم )

 ( 1جدول رقم ) 

L F E D C B A 

 F L40 E F20 D F100 C D20 B C20 A B100 

  E L40  C E60 B E80 A C80 

    C F100  A D140 

باعتبارها نقطة البدء )المصدر(، ثم نحسب مسافة الطــرق التــي تبــدأ  (Aإعطاء قيمة صفر للنقطة )  (2

مــن هــذه النقطــة حتــى يمكــن المفاضــلة بــين هــذه الطــرق واختيــار أقصـرهم مسـافة . وحيـث 

( النقطـة  عنـد  القيمـة  )Aأن  النقطة  من  تبدأ  التي  الثلاثة  الطـرق  مسـافة  فـإن  تسـاوي صـفر   )A )

 : تحسب كالآتي

A B=0+100=100 

A C=0+80=80 

A D=0+140= 140 

الطريق   القيمة    (AC)نختار  النقطـة  80ونضع  عمـود  أعلـي  التمييـز  صـف  نضع    (C)فـي  ثم   ،

الطريق   حول  النقطة    (AC)مستطيل  بعمود  تنتهـي    (A)الموجود  التـي  الطـرق  جميـع  نسـتبعد  وكذلك 

بـاقي الجـدول وهـي الطريـق    (C)بالنقطـة   فقـط . ويظهـر الجدول الجديد علي النحو الموضح    (BC)مـن 

 (2)بالجدول رقم 

 (2)الجدول رقم 

L F E D C B A 

 F L40 E F20 D F100 C D20  A B100 

     B E80 A C80 

    C F100  A D140 

 

إلـي طـول الطريـق الـذي    (2)بالجـدول السـابق رقـم    (C)وتشـير القيمـة التـي تظهـر أعلـي النقطـة  

  (A)، وهـو يعـد أقصـر طريـق يغــادر نقطة المصدر(C)بالنقطــة   (A)يـربط النقطـة 

أعلـي النقطتـين    80بنهايـة الخطـوة الثانيـة نكـون قـد وضـعنا فـي صـف التمييـز القيمتـين صـفر و   (3

(A)  و(C)   علـي التـوالي . وبـذلك نـدرس الطـرق التـي تبـدأ مـن هـذين النقطتــين )بعــد اســتبعاد

 (4)الشـكل رقـم 

B E 

D 

A 
L 

 

F 

C 

 

80 

100 
2 

140 20 

80 

60 

100 

100 

20 

40 

4 
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محل   الطرق  وتكون   . مسافة  الطــرق  أقصــر  علــي  للحصــول  مســتطيل(  فــي  وضــعه  تــم  مــا 

 :الدراسة في هذه الحالة ومسافاتها كالآتي 

A B=0+100=100 

A D=0+140= 140 

C D=80+20=100 

CE=80+60=140 

CF=80+100=180 

ال لأن طــريقين   ونظــرا  الأقصــر مســافة  الطريــق  المسـافة   (CD)،  (AB)نختــار  نفــس ً  لهمــا 

النقطـة   مـن  كـل  نختـار  فإننـا  الأول    (B)الأقصـر  الطريـق  عنـدها  ينتهـي  التي   (D)والنقطة    (AB)التـي 

فـي صـف التمييز أعلي عمود كل من هاتين النقطتين   001ونضـع القيمـة  (DC)ينتهي عندها الطريق الثاني  

(B,D)    الطريقين بـأي    (CD)،  (AB)ثم نضع مستطيل حول  تنتهـي  التـي  نسـتبعد جميـع الطـرق  وكـذلك 

فقـط، ومـن ثـم يظهـر الجـدول الجديـد رقـم    (AD)مـن بـاقي الجـدول و هـي الطريـق    (B,D)مـن النقطتـين  

 :كمـا يلي   (3)

  (3)جـدول رقـم 

L F E D C B A 

 F L40 E F20 D F100 C D20  A B100 

  E L40  C E60 B E80 A C80 

    C F100   

إما قد تم وضـع    (A)تكـون جميـع الطـرق التـي تبـدأ مباشـرة بالنقطـة  مـن الخطـوة السـابقة  بالانتهـاء  

تـ قـد  أو  حولهـا  الـنقط  مسـتطيل  مـن  تبـدأ  التـي  الطـرق  دراسـة  يـتم  لـذلك  اسـتبعادها    (C) (D)  (B)م 

ومسافاتها   للحصـول الخطوة  هذه  في  الدراسة  محل  الطـرق  وتكـون  مسـافة.  الطـرق  هـذه  أقصـر  علـي 

 :كالآتي

BE=0+100=100 

A D=0+140= 140 

C D=80+20=100 

CE=80+60=140 

CF=80+100=180 

فـي صف التمييز أعلي    140هـو أقصـر الطـرق مسـافة لـذلك نضـع القيمـة    CEيلاحظ أن الطريـق  

مـع اسـتبعاد جميـع الطـرق التـي تنتهـي بالنقطـة    CEثم نقوم بوضع مستطيل حول الطريق    Eعمود النقطة  

E  مـن بـاقي الجـدول وهـي الطريـقBE  فقط 

 :التاليالنحو  على (4)وبتنفيذ ذلك يظهر الجدول الجديد 

   (4)الجدول الجديد  

L F E D C B A 

 F L40 E F20 D F100 C D20  A B100 

  E L40  C E60  A C80 

    C F100   

 

للوصول إلـي أقصـر هـذه الطـرق مسافة. وتكون الطرق    (CDE)دراسة الطرق التي تبدأ من النقط   (4

 :محل الدراسة في هذه الخطوة ومسافاتها كالآتي 

CF=80+60=140 

DF=100+100=200 

EF=140+20=160 

EL=140+40=180 
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فـي صـف التمييز أعلي    160هـو أقصـر الطـرق مسـافة لـذلك نضـع القيمـة    EFيلاحـظ أن الطريـق  

النقطة   تنتهــي    Fعمود  التــي  الطــرق  جميــع  اسـتبعاد  مـع  الطريق  هذا  حول  مستطيل  بوضع  نقوم  ثم 

الطــرق    Fبالنقطــة   وهــي  الجــدول  بــاقي  النحو     CF  ،DFمــن  الجديد علي  الجدول  يظهر  ذلك  وبتنفيذ 

   ) 5(الموضح بالجدول رقم 

    ) 5(جدول رقم 

L F E D C B A 

 F L40 E F20  C D20  A B100 

  E L40  C E60  A C80 

       

النقطتين   (5 تبدأ من  التي  للوصول إلي أقصر هذه الطرق مسافة. وتكون الطرق F  ، Eدراسة الطرق 

 :كالآتي محل الدراسة في هذه الخطوة ومسافاتها 

EL=140+40=180 

FL=160+40=200 

الطريــق   أن  القيمــة    ELيلاحــظ  نضــع  لــذلك  مســافة  الســابقة  الطــرق  أقصــر  صـف  180هــو  فـي 

النقطـة   عمـود  أعلـي  التي    (L)التمييـز  الطرق  استبعاد  مع  الطريق  هـذا  حـول  مسـتطيل  بوضـع  نقـوم  ثـم 

علي النحو    (6)ومن ثم يظهر الجدول الجديد رقم    FLمـن بـاقي الجـدول وهـي الطريـق    (L)تنتهي بالنقطـة  

 : التالي

   (6)الجدول رقم  

L F E D C B A 

  E F20  C D20  A B100 

  E L40  C E60  A C80 

       

 

( إلي طول أقصر طريق يربط نقطة   3بالجدول السابق رقم  ) (L)تشير القيمة التي تظهر أعلي النقطة 

  : وبناء عليه يمكن تحديد المسار الأمثل علي النحو التاليL ) ( بنقطة الوصول ) المدينة  Aالمصدر ) المدينة  

الوصول وهي   نقطة  بمسـتطيلات    (L)نبدأ من  المحاطـة  الطـرق  الاعتبـار  فـي  آخـذين  الخلـف  إلـي  ونعود 

 (E)  إلي   (L)حيـث نجـد أن أقصـر الطرق مسافة هي أن نعود من    (6)رقـم   المـذكورة فـي الجـدول النهـائي

 : كما يلي (A)ثم إلي   (C)ثم إلي 

صول   • الو  بنقطة  الثانية    (L)بدأ  نقطته  تكون  الذي  الطريق  عن  للبحث  للخلف    (L)ونرجع 

   (EL)فنجده

للبحـث عـن الطريـق الـذي تكـون نقطتـه الثانية   (EL)نرجـع إلـي الخلـف بعـد تحديـد الطريـق   •

(E) .فنجده (CE) 

الطريق   • تحديد  بعد  الخلف  إلي  الثانية    (CE)نرجع  نقطته  تكون  الذي  الطريق    (C)للبحث عن 

بنقطـة المصـدر  (AC)فنجده   بـدءا   (EL)بـالطرق    (A)وفي ضوء ذلك يتحدد المسار الأمثل 

(CE) (AC) 

  : نموذج أقصي تدفق .2

أقصي  )أو  المواد  مـن  كميـة  أقصـي  بتحديـد  المتعلقـة  المشـاكل  حل  في  تدفق  أقصي  نموذج  يستخدم 

متعددة   مسارات  عبر  نقطتين  بـين  تـدفقها  يمكـن   ) المـرور  حركـة  تنظـيم  حالـة  فـي  السـيارات  مـن  عـدد 

كل مسار يتكون مـن فرع أو أكثر من الأفـرع المتتابعـة التـي تصـل بـين  تتفاوت من حيث طاقتها، ولما كان  

الفـروع  مـن  معـين  فرع  يمثلها  طاقة  أدنى  يحكمها  مسار  أي  طاقة  فـإن  الوصـول  ونقطـة  المصـدر  نقطـة 

 . المكونـة لهـذا المسـار

التـدفق  أن  بمعنـي  التـوازن  يحقـق  أن  يجـب  مسـار  أي  عبـر  التـدفق  أن  إلـي  الإشـارة  وتجـدر  هـذا 

الـداخل إلـي نقطـة معينـة علـي المسـار يجـب أن يسـاوي التـدفق الخـارج مـن هـذه النقطة. فعلي سبيل المثال 

نقطـة   بـين  تقـع  التي  الوسيط  النقط  في  المـواد  مـن  كميـة  أي  تخـزن  ألا  المـواد  نقـل  حالـة  فـي  يفتـرض 
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المصـدر ونقطـة الوصـول، وهـو مـا يعنـي أن أي مواد تصل إلي موقع معين تشحن بالكامل إلي الموقع الذي 

 . يليه حتى تصل إلي نقطـة الوصول

الشـرب   ميــاه  شــبكات  تخطــيط  تــدفق  أقصــي  نمــوذج  لاســتخدام  العمليــة  التطبيقــات  ومــن 

نقـل   شـبكات  تخطــيط  الزراعــي،  والصــرف  الــري  ميـاه  شــبكات  وتخطــيط  الصــحي،  والصــرف 

)حركة   المختلفة  الشوارع  عبـر  السـيارات  تـدفق  تخطـيط  الطبيعـي،  الغـاز  شـبكات  وتخطـيط  الكهربـاء 

 جوية( ... .الخ   –برية  –بحرية  )المرور ،( وتخطـيط نقـل المنتجـات عبـر وسـائل النقـل المختلفـة 

 خطوات تحديد أقصي تدفق:  .أ

 فرع .رسـم شـبكة أعمـال للمشـكلة موضـحاً عليهـا الـنقط والفـروع )الخطـوط( وطاقـة كـل  ✓

الوصـول    ✓ نقطـة  وينتهـي عنـد  المصـدر  يبـدأ مـن نقطـة  الشـبكة  اختيـار أي مسـار مـن مسـارات 

الفـروع المتتابعـة، و بشـرط أن تكـون طاقـة كـل فرع من   أفرع هذا  ويتكـون مـن مجموعـة مـن 

  المسار أكبر من الصفر

تحديــد طاقــة المســار الــذي تــم اختيــاره، أي أقصــي كميــة يمكــن تــدفقها عبــر هــذا المسار.   ✓

المسـار لهـذا  المكونـة  للفـروع  أدنـى طاقـة  الطاقة علي أسـاس  المسار   .وتتحدد هذه  ويرمز لطاقة 

  )ط  (بالرمز

تخفيض الطاقة المباشرة لكل فرع من الفروع المكونة للمسار بمقـدار طاقـة المسـار )ط( التي تم    ✓

مقـدار   المسـار  هـذا  أفـرع  مـن  فـرع  كـل  علـي  يتبقـى  وبالتـالي   . السـابقة  الخطـوة  في  تحديدها 

 الطاقـة غيـر المسـتغلة للفـرع . ثـم يعـاد رسـم الشـبكة بصـورتها الجديدة 

الخطوات   ✓ تدفق   4،  3،  2تكرار  تستوعب  الأعمال  كانت هناك مسارات علي شبكة  السابقة طالما 

موجب من نقطة المصدر إلي نقطة الوصول، وهكذا حتى يصبح من غير الممكن تحديد مسار جديد  

للتدفق علي الشبكة نتيجة لأن طاقة كل الفروع أو بعضها المكونة لكل مسار من مسارات الشبكة قد 

 وصلت إلي الصفر

تحديــد أقصــي تــدفق عبــر مســارات الشــبكة وذلــك علــي أســاس مجمــوع طاقــات المسارات   ✓

 التي تم تحديدها فـي الخطـوات السـابقة . 

 :ويمكن توضيح الخطوات السابقة من خلال المثال التالي 

 :خطوات تحديد أقصي تدفقلتوضيح  مثال .ب

بـين   الموصـلة  الأنابيـب  عبـر  الميـاه  مـن  كميـة  أقصـي  لضـخ  الكبـرى  القـاهرة  ميـاه  مرفـق  يخطـط 

(.  G)نقطـة المصـب  Gالمدينة  ( وخـزان تجميـع الميـاه بأحـد أحيـاء Aمحطـة ضـخ الميـاه )نقطـة المصـدر 

التـدفق لكـل خـط مـن خطـوط ضـخ الميـاه التي تربط بين نقطة المصدر ونقطة المصب   يلـي طاقـة  وفيمـا 

 : ( )بالألف متر مكعب في اليوم 

G L F E D C B  خط الأنابيب 

- - - - 9 6 9 A 

- 15 12 - - 3 - B 

- - 3 - 6 - - C 

- - - 6 - - - D 

15 - 6 - - - - E 

3 6 - - - - - F 

9 - - - - - - L 

 : المطلوب

( موضحاً  G(، ونقطة الوصول )A) المياه التي تربط بين نقطة المصدررسم شبكة تمثل خطوط أنابيب   .1

أن   بافتراض  وذلك  للشبكة،  المختلفة  الأفرع  علي  الخطوط  هذه  عبر  تتدفق  أن  يمكن  التي  المياه  كمية 

المرتبطة   الأفرع  باستثناء  الاتجاهين  كلا  في  المياه  تدفق  إمكانية  يعني  ما  وهو   ( موجهة  غير  الشبكة 

 ( بنقطة المصدر والأفرع المرتبطة بنقطة المصب 



  د/عيسى دراجيأ.            محاضرات في بحوث العمليات

116 

تحديــد أقصــي كميــة مــن الميــاه يمكــن أن تتــدفق عبــر خطــوط أنابيــب الميــاه مــن محطة الضخ  .2

(A( إلي خزان المياه )G ) 

     :الحل

 :التالي (5رسم الشبكة التي تمثل خطوط أنابيـب الميـاه كمـا هـو موضـح بالشـكل رقـم )  :أولاً 

 

 

 

 

 

 

(  A) ثانيـاً : تحديـد أقصـي كميـة مـن الميـاه يمكـن أن تتـدفق عبـر خطـوط أنابيـب الميـاه مـن محطة الضخ  

 (، ويتم ذلك بإتباع الخطوات التالية Gإلي خزان المياه ) 

)  .أ المصدر  نقطه  يربط  الذي  المسارات  أحد  ) Aاختيار  الوصول  بنقطة   )G( المسار  ليكن   )AB  )

(BL ( ،)LG ) 

 ( AB( )BL ( ،)LGالفروع المكونة للمسار :هي )

 ( 9(، ) 15( )9طاقة التدفق لكل فرع )

 ( 9أدني طاقة تدفق علي المسار )

يتحدد أقصي تـدفق عبـر هـذا المسـار علـي أسـاس أدنـى طاقـة لفـروع هـذا المسـار، وهي طاقة كل 

  9وقدرها   (AB( ، )LGمن الفرع ) 

 9=1اذا ط

 ( المسار  من فروع  فرع  كل  طاقة  بمقـدار  AB( )BL( ،)LGتخفيض  الطاقــة   9(  إلــي  للوصـول ٕ 

لهــذه   المســتغلة  هو موضح  غيــر  كما  وذلك  التخفيض  هــذا  إجــراء  بعــد  الشــبكة  عــادة رســم  الأفــرع، 

  :( التالي 6بالشكل ( رقم )

 

 

 

 

 

 

 

 

( الفــرع  مــن  كــل  أن طاقــة  الخطــوة  هــذه  بانتهــاء  والفــرع ) ABيلاحــظ   )LG  اســتنفدت قــد   )

ولهـذا لا يمكـن فـي أي خطـوة مـن الخطـوات التاليـة اختيار أي  بالكامـل وبالتـالي أصـبحت تسـاوي صـفر،  

 ( LG( أو أي مسار ينتهي بالفرع )ABمسار يبدأ بالفرع ) 
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( ونقطــــة A( الــــذي يــــربط بــــين نقطــــة المصــــدر )AC( )CF( ،)FGاختيــــار المســــار   .ب 

 ( Gالوصول ) 

 ( AB( )BL( ،)LGالفروع المكونة للمسار : هي  ) •

 ( 3(، )3( )6طاقة التدفق لكل فرع )  •

  3أدني طاقة تدفق علي المسار   •

وهـي    • المسـار  لفـروع  طاقـة  أدنـي  أسـاس  علـي  المسـار  هـذا  عبـر  تـدفق  أقصـي  يتحـدد 

 .3( وقدرها  BL ( ،)LGطاقـة كل فرع من الفرعين )

 = 3 2طاذا 

للوصول إلي الطاقة غير    3( بمقدار  LG)(،  AB ( )BLتخفيض طاقة كل فرع من فروع المسار )  .ت 

( بالكامل؛ BL( ،)LGالمستغلة لهذه الأفرع، الأمر الذي يؤدي إلي استنفاد طاقة كل من الفرعين )

أي تصبح طاقة أياً منهم تساوي .صفر وبالتالي لا يمكن في أي خطوة تالية اختيار أي مسار يدخل  

 ضمن مكوناته أياً من هذين الفرعين.  

 : (، التالي7ويتم إعادة رسم الشبكة بعد إجراء التخفيض وذلك كما هو موضح بالشكل رقم )

 

 

 

 

 

 

 

)  .ث  المسار  )ACاختيار   )CB(  ،)BF(  )FE (  )EG( المصدر  نقطة  بين  يربط  الذي   ،)A  ونقطة  )

   (Gالوصول ) 

 ( AC( )CB( ،)BF( )FE( )EG)  هي:الفروع المكونة للمسار  •

 ( 15( )6( ) 12(، )3( )3طاقة التدفق لكل فرع )  •

  3المسار  علىأدني طاقة تدفق   •

المسار وهي طاقة كل فرع من أساس أدني طاقة لفروع    علىيتحدد أقصي تدفق عبر هذا المسار   •

   3( وقدرها .AC( )CBالفرعين ) 

 3=3ط إذا

  3بمقدار   (AC( )CB( ،)BF( )FE ( )EGفــروع المســار )تخفــيض طاقــة كــل فــرع مــن   •

الطاقة غير المستغلة لهذه الأفرع، ويؤدي هذا الإجراء إلي أي تصــبح طاقــة أيــاً   إلى للوصول  

( الفــرعين  مــن  كــل  طاقــة  اســتنفاد  )ACمــنهم   )CB منهم أي  طاقة  تصبح  أي  بالكامــل؛   )

أيــاً  وبالتالي لا    تساوي. صفر  اختيار أي مسار يدخل ضمن مكوناتــه  تالية  يمكن في أي خطوة 

ويــتم إعــادة رســم الشــبكة بعــد إجــراء التخفــيض السابق وذلك كما هو  الفــرعين.مــن هــذين 

 ( التالي8موضح بالشكل رقم ) 
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 ( G( ونقطة الوصول )A( الذي يربط بين نقطة المصدر )AD( )DE( )EGاختيار المسار )  .ج

 ( AD ( )DE ( )EGالفروع المكونة للمسار )  •

 ( 12( ) 6(، )9طاقة التدفق لكل فرع )  •

  6أدني طاقة تدفق علي المسار  •

(  DEيتحدد أقصي تدفق عبر هذا المسار علي أساس أدني طاقة لفروع المسار وهي طاقة الفرع )  •

 6 وقدرها

 6=  4اذاط

للوصـول إلي    6( بمقـدار  AD( ،)DE( )EGتخفـيض طاقـة كـل فـرع مـن فـروع المسـار ) •

ويؤدي هذا الإجراء إلي استنفاد طاقة الفرع هــد بالكامـل؛ أي الطاقة غير المستغلة لهذه الأفرع،  

وبالتـالي لا يمكـن اختيـار أي مسـار فيمـا بعد يدخل ضمن مكوناته هذا   صـفر.تصـبح طاقتـه  

ويتم إعادة رسـم الشـبكة بعـد إجـراء التخفـيض السابق وذلك كما هو موضح بالشكل رقم    الفرع.

 ( التالي 9)

 

 

 

 

 

 

 

بالشـكل   السـابقة  الشـبكة  مـن  بتـدفق   (9) رقـم  يلاحـظ  يسـمح  آخـر  مســار  أي  تحديـد  يمكـن  لا  أنـه 

( المصـدر  نقطـة  مـن  )Aموجـب  الوصـول  نقطـة  إلـي   )G  ،تحديــدها ســبق  التــي  المســارات  بخـلاف   )

اسـتنفدت  قد  بفروع  نواجه  سوف  السابقة  الشبكة  علي  أخــرى  مسارات  تحديــد  محاولة  عند  أننــا  حيــث 

طاقتهـا بالكامـل وأصـبحت طاقتهـا غيـر المسـتغلة صـفر، الأمـر الـذي يعنـي عـدم إمكانيـة التـدفق عبرهـا، 

الوصـول هـو أن   بنقطـة  المصـدر  نقطـة  يـربط  الـذي  المسـار  الشروط لاختيار  بـأن أحد  القـول  ولقـد سـبق 

تكـون ً لعـدم تحقـق هـذا الشـرط فـي طاقـة كـل فـرع مـن أفـرع المسـار أكبـر مـن الصـفر، ونظـرا الشبكة 

 . السابقة فإننا نكون قد وصلنا إلي نهاية الحل

وعلــي ضــوء مــا ســبق يمكــن تحديــد جــدول التــدفق الأمثــل للميــاه عبــر خطــوط أنابيـب الميـاه 

المصـدر   )نقطـة  الضـخ  الوصـول  Aمـن محطـة  )نقطـة  الميـاه  خـزان  إلـي   )G  الحل مقارنة  ( عن طريق 
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( بالمثال، وذلك بغرض 5( بالحالـة الأصـلية التي يتضمنها الشكل رقم ) 9الذي يتضمنه الشكل السابق رقم )

تحديد مقدار التخفيضات التـي حــدثت فــي طاقــات الفــروع )خطــوط الأنابيــب( ، والتــي تحــدد بــدورها 

الضـخ )نقطـة المصـدر   الميـاه مـن محطـة  أنابيـب  تتـدفق عبـر خطـوط  التــي يمكـن أن  ( Aكميــة الميــاه 

 ( :  7( ، وهو ما يوضحه الجدول التالي رقم )Gإلـي خزان المياه )نقطة الوصول 

 جدول التدفق الأمثل 

 خط الأنابيب  G L F E D C B الاجمالي 

21 - - - - 9 6 9 A 

15 - 15 12 - - 3 - B 

3 - - 3 - 6 - - C 

6 - - - 6 - - - D 

12 15 - 6 - - - - E 

3 3 6 - - - - - F 

9 9 - - - - - - L 

 الاجمالي  9 9 6 6 9 9 21 

التي   المياه  أنابيب  عبر خطوط  تتدفق  أن  يمكن  المياه  من  كمية  أقصي  تحديد  يمكن  تقدم  ما  في ضوء 

أقصي كمية من المياه يمكن أن   : المصدر( بخزان المياه )نقطة الوصول( كما يليتربط محطة الضخ )نقطة  

  4+ط 3+ ط 2ط  +1تتدفق عبر خطوط أنابيب المياه )ط( = ط 

  .مكعب  ألف متر 21=6+ 3+ 3+ 9)ط( = 

 : المسارات )خطوط الأنابيب( التي تتـدفق خلالهـا الميـاه مـن محطـة الضـخ إلـي خـزان المياه 

• ( الأنابيب  عبـره  AB( )BL( )LGالمسار )خط  تتدفق  التي  المياه  وتبلغ كمية  متر   9(  آلاف 

  مكعب 

• ( الأنابيب  )خط  عبـره  AC( )CF( )FGالمسار  تتدفق  التي  المياه  كمية  وتبلغ  متر   3(  آلاف 

 مكعب 

•   ( الأنابيـب  )خـط  ) ACالمسـار   )DE(  )BF(  )FE(  )EG تتدفق التي  الميـاه  كميـة  وتبلـغ   )

 آلاف متر مكعب  3عبره  

•  ( الأنابيب  )خط  ) ADالمسار   )DE (  )EG  عبـره تتـدفق  التـي  الميـاه  كميـة  وتبلـغ  آلاف   6( 

 . متر مكعب 
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